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                       Abstract 
  Nonstandard analysis is introduced by Robinson that apply model theory to it. But nonstandard analysis 

that use General nonstandard model approach a little domain. So it use enlargement or saturated model. Let 
*(be K+-enlargement or K+-saturated model and *% be set of unary formula, cardinal not greater than K . 
If *is finitely satisfiable then * is satisfiable. So it exist element that is satisfiable all formula in *'W. 
Specially, saturation model is composed extentensin from external map to internal map. 

 The main purpose is to give an nonstandard definition of a topology and to show the theory of topological 
space. It is defined the monad and standard part of a point in U. And it prove that existence of infinitesimal 
set and several theory of about open or close set. It give that the shadow of a subset of the standard 
topological space is closed.

1.は じ め に

1960年 ごろ、A.ロ ビンソンは、モデル理論の考えを使 うことによってライプニッツ.流の無限小 「

解析をそのままの形で合理化することができるのではないか、という着想を得たbこ れが超準解

析のはじまりである。その後、超準解析は急速 に発展 し、数学の各分野で きわめて魅力的な手段

となった。

特にことわ らない限 り、2は 形式言語、2Cは その ノ 系で、その宇宙Uと ン の定項 との間に

は双射が存在するとする。ン の文で 〃 で真なるものの全体 を7と し、7の 任意の文 φ.が2系
*〃 で真であるとき*2Cを7の モデルとい う。以後7以 外の もののモデルは考えないので、単

にモデルとい う。21は モデルである。

以後区別のため*7で2の 論理式を解釈することを*解 釈、真であることを*真 とする。

定理1
*〃.を モデルとする。7の 文 φが、〃 で真であることと*21で*真 であることは同値である・.

(これをモデル同値の原理 という。)
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21と 同型なモデルをr準 モデル・同型でないモデルを超準モデ丿レ≧いう
。2に*Uの 元でン の

定項に対応するものを標準元・対応 しないもーめ 施 転 とい う.釧 と・σの超準元1こ対応す碇

項を付 け加えたものを*ン とする。*2の 論理式が真であることをやはり*真'と いう。
2で 定義 される21の 概念は、すべて*ン に移ナこ'どが出来る。

例1

1)一 変 項論理式 φ(x)・:.x=の 〉 ヨy[y∈x]は 、 集合 を表 している。 これを*解 釈 した もの を

*集 合 とい う・す なわち*σ の元 αが*集 合 である とは φ(α)が*真 とい うことで ある
。

2)ン の 文 ∀xヨ!y[[y=のViヨz[z∈y]]〈 ∀w[w∈Y← ・ヨv[v∈x〈w∈vm
、 す なわ ち合併 の公

理 を*解 釈 す るこ とに よ り、*σ の任 意 ゐ元 αに対 し、*集 合 βで、任 意の ξ∈*σ に対 し、 《 ξ
*∈ β⇔ あ る

η∈*σ があ って ξ*∈ η,η*∈ α》なる ものが 唯一存在 す るこ とが わか る。 これ を
*U。 と書 く

。

しか し、 このまま移行 しても扱いにくいので次のような集合 を定義する。

定義1

*集 合 α に対 して、 αの*元 の全 体 を*集 合 αの領 域 といいaと 表 す
。

つ ま り ∂={x;x*∈ α}。 明 らか にx∈ ∂⇔x*∈ α であ る6

命題1

*軆 ・・β に 対 し・1)・ ∂ 一 β ⇔煦� β・2>∂G⇔ ・・⊂ β.3)禧ﾟ=・(。 ・Uβ) .4)

∂∩ β=^(α*∩ β)・5M一 β一^(α*ﾟ) ・6)竅~ β 一^(・ ・× β) .7)φ が*関 係(・φ・⊂

α×β)な ら φは関係(φ ⊂ α× β)で あ る。 と くに φが*写 像 な ら φは写像 である
。

ただ し*σ の元 ξ・η の順序 対 は ・(ξ,η)で 艤 す る。 これ によって、・Uの 部分集合A ,Bに 対
し、その直積A×Bは{*(ξ ,η);ξ ∈A,η ∈B}と して定義 される。

これ によって*集 合 αを集合 ∂と して扱 うことが で きる
。 しか し、∂の部 分集合 に対応 す る αの

*部 分 集合 が存在す る とは限 らない。た とえば
、愈 の部分集合ix;x∈N}に 対 応す る*集 合 は存在

しない。この区別 は、次 の ように定義 され る。

定義2
*σの部分集合Aに 対 して

、A=∂ となる*集 合 αが存在するとき、Aを 内的である、『または内集
合 といい、内的でない*σの部分集合は外的である、または外集合 という0関 係や写像は、集合 と

して内的のとき内的であるという。

*Uの 部分集合Aが 内的であるか外的であるかはす ぐには判定
できない。判定する方法 として次の

定理がある。

定理2(内 集合の判定1)
*Uの 部分集合A納 的であるための必要+分 条件 は

・*窕、 ・σの黴 個の元 η1,…,η。お
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よび ∬ のn+1変 項 論 理式 φ(x,y1,…,Yn)が 存 在 し、*σ の任 意 の元 ξに対 して

ξ∈A⇔ ξ*∈ γ かつ φ(ξ,η 。…,η。)が*真

が成 り立つ ことであ る。

定理3(内 集合の判定2)㌦
*σ の部分集合Aが 内的であるための必要十分条件 は、*集 合 γ、および*2の 一変項論理式

ψ(x)が 存在 し、*Uの 任意の元 ξに対 して

ξ∈A⇔ ξ*∈ γ かつ ψ(ξ)が*真

が成 り立つ ことである。

2広 大モデルと飽和モデル

一般の超準モデルでは、理論の展開は難 しい。そこで広大モデル ・飽和モデルを定義 して理論

を展開する。
.21を任意のモデル

、拡大 された言語を.ン とし、.ン の一変項論理式の全体 を.!と する。 μを
.1の 部分集合 とする

。
.〃の元 βが存在 し

、あらゆるφ∈μに対 して φ(β)が.21で 真 となるとき、μは.21の 中で共起的

または.21の 中で同時に成 り立つとい う。

2)以 の任意の有限部分集合が.Uの 中で共起するとき、μは.σ の中で有限共起的であるという。

定義3
.〃および*〃 を任意のモデル

、それぞれの拡大 された言語 を.2,*ン とし.ン ⊂*ン とする。

κを無限基数 とする。濃度が κを越 えない.!の 部分集合 以が、.Uの 中で有限共起的なら必ず*U

の中で共起するとき、モデル*21を 、モデル.21の κ+級広大化 という。

定義4

1)モ デ ル*21が 、標準 モデル 〃の κ+級 広 大化 の とき、モ デル*〃 を κ+級 広大 モデ ル とい う。濃

度 の制限が無 い とき、*21を 単 に広大 モデル とい う。

2)モ デ ル*2Lが 、 自分 自身の κ+級 広大化 の とき、モデ ル*〃 を κ+級 飽和 モデル とい う。

2⊂*2だ から、 κ+級飽和モデルは κ+級広大モデルでもある。 κ≦≧λで、*21が λ+級広大

モデルならκ+級広大モデルで もある。基数の制限のない飽和モデルは存在 しない。実際*21を κ

+級 飽和モデルとすると、*σ の元 αによって決 まる一変項論理式《x≠ α》を φ、とする。ガ={φ 、

;α ∈*Ufと すれば 以 は有限共起的だが共起的でない。だからk>1*ulな ら*勿 はκ+級 飽和モ

デルではない。

κ+級広大モデルは超準モデルである。実際、《x(finiteset)〈 α∈y》(α ∈の を考えるとUの 中

に無限個の元 をもつ有限集合が存在することになってしまう。

この広大化 の条件は超準解析において決定的な役割 もつので共起性の原理 として引用する。
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定義5
.21を モ デル

、 φ(x,y)を 二 変項論理式 、Aを.Uの 部 分集合(一 般 にA∈.Uで は ない〉 とす る。 こ

の とき、

頭(φ,A)={φ(α,y);α ∈A}と す る とこれ は一変項論 理式の集合 であ り、濃度 がAと 等 しい。 この

ノが.21の 中 で共起 的(有 限共起的)の とき、 φはA上.Uの 中 で共起的(有 限共起的)と い う
。

命題2

*〃 を.21の
κ+級 広大化 とす る。 φ(X,y)を.ン の二変項 論理式 、.σ の部分集合Aで 圄 ≦

一、

であ るような もの に対 して、 φがA上.Uの 中 で有 限共起的 な らば φはA上*Uの 中 で共起 的であ

る。

κ+級広大モデルにおける性質として次のようなものがある。

命題3

Uに 属する任意の無限集合Aに 対 して、*Aは 必ず超準元 を持つ。.

命題4
*2Cを κ+級 広大モデルとする

。Uの 部分集合でlal≦.kで あるならば、Aの 元 をすべて含むよ

うな*有 限*集 合rが 存在する。

定理5
*〃 を
κ+級広大モデルとする。9を σに属する集合か ら成る有限交差族でL列 ≦.kで あると

する。このとき、 ∩{λ;A∈9}≠ のである。すなわち、*σ の元 ξで、あらゆるA∈ 夕 に対 して ξ

*∈*Aな るものがが存在する。

定理6

前定理の記号 と仮定の もとで、 とくに5ア がUに 属 し、 しかもフィルター基底の性質《A ,B∈9
なら,C⊂A∩Bな る夕 の元Cが 存在する》をもつ とする。このとき*夕 の*元rで 、广 ⊂∩{A;
A∈ 夕}な るものが存在する。

κ+飽和モデルはさらに次のような性質 も持つ。

命題4
*21を
κ+級 飽和モデルとする。*Uの 部分集合Aが 内的ならば、Aの 濃度は有限か、または 、

より大 きい。

定理7(写 像の延長定理)
*〃 をκ+級飽和モデル、 α,βを*集 合、Cをaの 部分集合でIcl≦.kな るもの とす る。このと
き、Cか らβへの写像は∂からβへの内的な写像に延長される。正確 には、Cか ら βへの写像fに

対 し、 αか らβへの*写 像 ψが存在 し、 φIC=fと なる。
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3位 相空間の性質

Xを 位 相空間 として、 θをその位相 とす る。 またXの 点 α の近傍 の全 体 を グ(α)、 開近傍 の全

体 を θ(α)と す る。 さ らに、Xの 空で ない部分集合Aの 近傍(開 近傍)の 全体 を グ(A)(θ(A)).

とす る。

位相空 間Xの 点 αに対 し、 ∩(ﾂ;A∈ θ(α)}=∩{B;B∈ グ(α)}を 、 この位 相 に関す る点 α

の単子 またはモナ ドといい、 μ(α)と か く。 また、Xの 空 でない部分集合Aに 対 し、 ∩ 偐;B∈

θ(A)}=∩{∂;C∈ グ(A)}をAの 単子 とい って、 μ(A)と か く。

Xの 点 αに'μ(α)を対応 させ る写像 μ;X→9(x)を 位 相 θ の単子場 とい う。 α∈μ(α)の とき、

a-aと 書 く。戈 の元 αに対 .し、α∈μ(α)な るXの 点 αを点 αの標準 部分 といい、 その全 体 をst

(α)={α;α ∈μ(α),α∈X}と 書 く。戈 の元 αに対 し、・α∈ μ(α)な るXの 点αが存在 する とき、点 α

を戈 の近標 準点 とい う。そ うでない点 を遠標準点 とい う。戈の近標準点 の全 体を ノ(X)と 書 く。

定理8
ム

1)Xの 点 αに対 し、*θ(α)の*元(し たが って*グ(α)の*元)Pで 、r⊂ μ(α)な るものが存在 する。
ム

2)Xの 空 でない部分集合Aに 対 し、*θ(A)の*元AでA⊂ μ(A)な る ものが存 在す る。

Proof
ム ム

1)θ(の は フィル ター基底 の性 質 を持 ってい るので 、定 理6よ り、*θ(α)の*元rでr⊂ ∩{A;

A∈ θ(α)}な る ものが存 在す る。

2)も 同様 。

□

*グ(α 〉(*7(A))の*元r(A)で 介 ⊂μ(α)(A⊂ μ(A))な る もの をα(A)の 無 限小近傍

とい う。

定理9

1)Xの 部 分集合Aが 開集合 であ るためには、Aの 任 意の元 αに対 して μ(α)⊂ 「Aが 成立す る こと

が必要十分 であ る。

2)Xの 部 分集合Aお よびXの 点 αに対 し、A∈ グ(α)⇔ μ(α)⊂ﾂZあ る 。

Proof

1)Aが 開集合 で ある とす る。Aの 任 意 の元 α に対 してA∈ θ(a)で あ るか らμ(α)⊂Aで ある。

μ(α)⊂Aで ある とす る。♪⊂ μ(α)な る1「*∈*θ(α)が 存在 して、介 ⊂Aで あ るか ら、《 ヨx[x∈

θ(α)〈x⊂A]》 は*真 、 よって真。つ ま り0(α)の 元Cでc⊂Aな る ものが存在す る。

2)(⇒)定 義 より明 らか。

(〈=)♪ ⊂ μ(α)な るr*∈*グ(α)が 存 在 して、♪⊂Aで あるか ら、《 ヨX[X∈ グ(α)〈X⊂A]》

は*真 、 よって真。つ ま り グ(α)の 元CでC⊂Aな る ものが存在 す る。

□
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系1

1)Aが 閉集合 ⇔ αがAに 属 さなければμ(α)∩λ=の

2)Aの 閉包はμ(α)∩A〆 のなるXの 点 αの全体である。

Proof

1)補 集合 を考 えれば よい。

2)α ∫ぎ71な ら1)に よ ってμ(α)∩ オ=の 。 したがって もちろん μ(α)∩ﾂ=(6で あ る
。α∈ﾂな ら、

任 意の近傍B∈ グ(α)に 対 し、B∩.A≠ の 。 よって《 ∀X[X∈ グ(α)→X∩LA〆 ②]》 は真、 し

たがって*真 で ある。と ぐに無 限小近傍rに 対 して もr*∩ 猛 ≠*の である
。よ6て μ(α)∩ 《〆 の。

a

ム

Xの 部 分集合Aに 対 して・兆t(X);X∈A∩ ノ(X)}をAの 影 といいst(A)ま た はOAと 表 す
。 こ

の影 に関 して次の性質が ある。

定 理10・

A∈Xな ら ば 、fl=.A=.五 で あ る 。

Proof

ﾂの 点 αに対 し、 φ.(x,y)=《y∈A〈X∈ θ(α)〈y'∈x》 とす る ど φ は θ(α)上 有 限共起的

よって共起 的。つ ま りﾂの 点 αに対 し、 α∈μ(α)な るλの点 が存在 し～a∈st(、)で あ るか らﾂ

⊂oAで あ る。α∈ 済 とす る と、定 義 よ りα∈μ(α)と なるオ の元 αが存在 す る
。つ ま りμ(α)∩ 《

≠②とな り、 よってa∈ﾂ。 α ∈.ﾂ⊂ﾂ。.A⊂.ﾂは 明 らかだか らﾂ=ｰA=.ﾂ 。

系2

1)AをXめ 部分集合 とす る と.Aは 閉集合 であ る。

2)YがXで 稠密 な らばX=・.Ya

例2

.X=R,Y=Qと す る とQはRで 稠密 であ る。 よってぐ前系 よ りR=st(ムQ)で あ る
。つ ま り、任 意

の実数 は超有理 数の標準部分 によってあ らわす こ とが で きる
。
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