
1．研究の目的

この研究では、成長期のような学力が向上

し、しかも複数回のテストによって能力測定

が行われる場面に項目反応理論を適用するこ

とを想定する。また成長そのものは、質的な

変化を伴わずに同一の能力次元上での変化に

限るものとする。例えば一般の学校教育の場

面であり、また語学学校のような、比較的短

期間―とは言っても数ヶ月から1年程度とな

るであろうが―で教育を行い、しかも期間内

にテストを繰り返すケースである。このよう

な場合、初回の測定の際はともかくとして、2

度目以降のテストでは被験者の能力について

かなり明確な情報が存在する。そのような場

合、一般的に行われることの多い母数の最尤

推定ではなくて、事前情報を利用するベイズ

推定を行うことが可能である。ベイズ推定で

は、被験者の能力に関する事前情報を事前分

布に表現することにより安定した推定を得る

ことが期待できるためである。もちろん、成

長期のような学力が伸長する場合に、適用可

能な分析方法は事前情報を利用したベイズ推

定だけではない。たとえば一般の学校であれ

ば経過時間や、語学学校などではレッスン回

数の関数として学力の伸びを時系列的にモデ

ル化することも可能であろう。また、能力の

質的変化を想定することもできる。この種の

研究としては、多次元ラッシュモデルを利用
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したEmbretson（1991）やWillson（1989）の

SALTUSモデルなどがある。このタイプのア

プローチは、発達過程を明らかに出来るとい

う点で魅力的ではあるが、発達現象によるパ

ターンの違いが存在することや、能力の違い

及び発達スピードの個人差のため、モデル化

とその母数の推定のためにはかなりしっかり

とした基礎データを集積する必要があるなど

の問題も考えると、実用場面に容易に適用で

きるものではない。その点ベイズ推定による

アプローチは、事前分布を準備するだけで済

むので相対的に適用は容易である。事前分布

を利用する場合にも色々な工夫があり得る。

例えば、事前分布の位置を発達データに基づ

いて決定するような方法である。具体的には、

1学年進んだ学生や所定のレッスンを受講し

た者の平均的な学力の伸びをあてはめる等が

考えられる。これも一種の発達モデルであろ

うが、発達現象そのもののモデル化と比較す

ればデータの集積だけで済むので、その分容

易であろう。しかし、この場合でも基礎デー

タの事前の集積は必要であり、それだけの準

備をしたにもかかわらず、平均的な発達速度

以外の者にとっては、事前分布は場合により

有利になったり不利に働いたりする。すなわ

ち、能力の伸びの大きかった者にとっては不

利となり、伸びの少なかった者にとっては有

利に働くこととなるだろう。その点からは、

やや適用しにくいと考えられる。

このような事情により本研究では、項目反

応理論を前提として、既存の測定結果に基づ

く能力の推定値とその推定精度を利用して事

前分布を作成することにする。ただし、事前

分布として通常良く利用される正規分布では

なく非対称な分布を用いることにする。多く

のベイズ統計学のテキストで事前分布として

推奨されるのは、次式のベータ分布である。

（1）

ここでB（p, q）は次式のベータ関数である。

（2）

ベータ分布が推奨されるのは、①事前分布

として多様な形態を表現し得ること、②ベー

タ分布は2つの母数 p, qを持つだけでシンプ

ル、③データがベルヌーイ分布に従うとき、

事前分布がベータ分布であるならば事後分布

もベータ分布になるというような自然共役事

前分布の性質を持つなどの便利な点が指摘さ

れるためである。このような長所は指摘され

るものの、本研究で採用した確率分布は、ベ

ータ分布でなく対数正規分布である。この理

由は、理論的なものではなく、次の実用上の

理由による。対数正規分布は、次式で定義さ

れるように2つの母数μとσを持ち、ベータ

分布と母数の数での違いは無い。

（3）

本研究は、実用上の観点に立っており、そ

の点から③を見ると、事後分布を求めた後、

これを再度事前分布として利用するようなこ

とは想定していないので（例えば適応型テス

トではこのような可能性も考慮されるべきで

あろうが）自然共役性の有無は意味を持たな

い。これに対して①の特徴は、実は長所とさ

れる一方で問題を持っている。すなわち、ベ

ータ分布が、事前分布の形状として、実にさ

まざまなものをたった2つの母数で表現でき

るということは、母数のほんの僅かな違いが

分布の形状にかなりの相違を生じることにな

ることを意味する。また、母数のベータ分布

の母数の値の持つ意味合いは、正規分布のよ

うな母数の持つ意味合いとは異なる。正規分

布では、各母数は、分布の位置と散らばり度

合いという、分布の分かりやすい1つの特性

と結びついているのに対して、ベータ分布で

は、そのような単純な把握は出来ない。すな

わちベータ分布は、母数の値を見ただけでは

不慣れな者にとって形状等について分かりに

くい問題点を持つ。これに対して、対数正規
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分布は、関数形も比較的簡単なものであり、

母数の変化に対して形状がベータ分布に比し

安定的である。母数の意味合いは、直接的に

はベータ分布と同様に解釈困難であるが、（3）

式の対数正規分布に従う変数Xの対数log（X）

は、N（µ, σ2）に従うため、母数の性質は、あ
る程度正規分布との関係から理解できるとい

う利点を持つ。このことは、実際の適用場面

での事前分布の具体的な設定の際に意味があ

る。また、本研究で想定しているような、学

力の伸びを想定している場面では、初回のテ

ストによる能力より2度目以降のテスト結果

の能力の方が上回っており、初回の能力より

下回ることは基本的に生じないと考えられる。

これは真値に関してだけではなく推定値にも

同様のことが言える。対数正規分布は、右す

そ部分が重く、このような場面の事前分布と

して用いるのに適当である。これらの理由に

より、事前分布として余り利用されることの

無い対数正規分布を事前分布として利用する

ことにした。ベイズ統計学に関しては例えば

渡部（1999）を参考にされたい。

以上により、本研究は、成長期のような学

力が向上し、しかも複数回能力測定がテスト

によって行われる場面に項目反応理論を適用

するという条件の下で、能力母数のベイズ推

定のための事前分布として対数正規分布を利

用し、一般的に利用されることの多い正規分

布との比較をシミュレーションによって検討

する。

2．方　法

2.1．項目反応モデル

項目反応モデルに属するものは数多くある

が、ここではよく利用される（4）式の2母数

ロジスティックモデル（Birnbaum, 1968）を採

用する。

（4）

ここで iは被験者、θはその能力を表す母数、
D＝1.7の定数、jは項目番号、a jはその識別

力、bjは困難度を表す母数である。また xijは、

被験者 iの項目 jに対する正誤を表し、正答の

とき1、誤答のとき0をとる。モデルや母数の

意味の詳細は、藤森（2002）などを参考にさ

れたい。

2.2．能力母数の推定

項目反応理論では、母数の推定を最尤法あ

るいはベイズ法によるのが一般的である。本

研究では、項目母数を所与としたとき能力母

数を推定するため（5）式の対数尤度を最大に

する、すなわち最大事後確率推定法maximum

a posteriori（MAP）推定法によるθを能力母数
の推定値とする。

（5）

ここで nは項目数、Pは（4）式の2母数ロ

ジスティックモデルであり、Q＝1－Pである。

また、ϕ i（θ i）は、被験者 iに関する事前分布

の対数である。

母数の推定は、自作のpascal プログラム

（delphi6）によった。

2.3．事前分布としての対数正規分布の設定

本研究の前提とする成長期のような学力が

向上し、しかも複数回能力測定がテストによ

って行われる場面では、2回目以降のテスト

では、前回のテスト結果が被験者の事前情報

を与えてくれる。ベイズ推定では、これを事

前分布にするわけであるが、ここでは次のよ

うにして事前分布を作成した。

まず被験者の初回のテスト結果に基づく能

力母数のベイズ推定値 θ̂ 1を求める。項目母数
が所与のとき、能力母数の最尤推定値の分布

は、真値を平均とし、分散はテスト情報関数

I（θ）によって（6）式により定まる正規分布
で近似される。ベイズ推定の場合、推定値の

分散には事前分布の影響があるが本研究では

考慮していない。（6）式による評価が便利で
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あるのは、項目母数のみによって分散が評価

できるところにあるのであり、能力母数の推

定方法による相違が生じるのは利用の際に煩

雑となるため、これを回避するためである。

（6）

さて、最尤推定値の分布が正規分布で近似

されるわけであるから、その正規分布を事前

分布とするならば、平均をベイズ推定値 θ̂ 1と
し、また分散を（6）式により定めるのが自然

であるし、能力の伸びを考えない場合は、こ

れで一向に差し支えないと思われる。再度の

テストを受けて能力推定を行ったとしても推

定値には良い影響があると考えられる。しか

し能力の伸びがある場合は、このような事前

分布では θ̂ 1が低いため、以後の能力推定に下
方圧力がかかるという問題点が生じる。この

研究では、その1つの簡便な対策として、事

前分布に非対称を持ち込み（3）式の対数正規

分布を利用することにしたわけであるが、そ

の母数は以下のように決定している。

初回のベイズ推定値 θ̂ 1を平均とする2つの
正規分布を考える。θ̂ 1より低い、すなわち数
直線上では左側部分となる正規分布と、右側

部分となる正規分布の平均は、どちらも θ̂ 1で
あるが、分散は異なっても良いことにして目

的により適宜指定できることとし、この2つ

の分布に最も近い対数正規分布を事前分布と

して定めることにした。図 1は、θ̂1＝0、すな
わち左右の正規分布の平均を0、左の正規分

布の標準偏差を0.5、右の正規分布の標準偏差

を1.0とした場合の、最も近い対数正規分布を

示したものである。このときの対数正規分布

の母数µは、0.55、母数σは0.38となる。また
平均は1.86であり、標準偏差は0.73である。

もちろん対数正規分布は、0よりおおきい範

囲のxで定義されるため、図1は対数正規分布

を平行移動させて、そのモードと左右の正規

分布の平均値の位置を一致させている。2つ

の正規分布に「最も近い」対数正規分布の導

出では、図1の場合と逆に、正規分布の方を

左正規分布の標準偏差の3倍だけ平行移動し

（図 1の場合は0.5×3＝1.5となる）、2つの分

布の差の面積を数値積分で求め、これを最小

とする母数を求める値とし、事後的に対数正

規分布のモードと正規分布の平均値を一致さ

せている。ただし、これは多少計算時間がか

かるため実用性を考慮して、対数正規分布の

モードと左右の正規分布の平均値（＝モード）

の位置を一致させるという条件の下で簡易推

定を行うこととした。対数正規分布の2つの

母数の間にこの制約式が増えるため、分布の

差の面積の最小値を実質的に1つの母数に関

してのみ探索すれば良い事になる。ちなみに

簡易推定による対数正規分布の母数μの値は、

0.56、母数σは0.40となる。また、その平均
は1.90であり、標準偏差は0.79である。先の

結果と大差なく、実際図的に見比べても差異

はそれほど感じられない。以下のシミュレー

ションによる検討も簡易推定による対数正規

分布を利用している。対数正規分布の母数を

直接指定せず（もちろんこれも可能ではある

が）、このような方法により分布形を定めるの

は、推定値の分布が正規分布で近似されるこ

とと、学力の伸びの可能性を右側の正規分布

の分散に反映することで容易に表現できるこ

と、そして誰にも理解しやすいことによる。

以上をまとめると、ここでは初回テストの

能力推定値 θ̂ 1を左右2つの正規分布の平均と
し、テスト情報関数 I（θ̂ 1）の正の平方根を左
側の正規分布の標準偏差とし、右側の正規分

布の標準偏差はその2倍の値として、これに

近くなるように対数正規分布の母数を定めて
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いる。右側正規分布の標準偏差の大きさをど

のくらいとするべきかは、学力の伸びの程度

及びテスト情報関数との関係の中で決定でき

るが、集団を対象とする場合は別としても個

人の学力の伸びの大きさについては差があり、

現時点で厳密に決めることにそれほどの意味

があるわけではない。標準偏差の2倍という

違いは、対数正規分布による事前分布が、能

力分布の0.5標準偏差程度の伸びをカバーでき

ることを意図して設定されたものである。

2.4．シミュレーションデータ

2母数ロジスティックモデルを前提とした

シミュレーションデータは、以下のようにし

て作成した。被験者数はいずれも3000人とす

る。

データAでは、被験者の能力分布は、標準

正規分布に従うと仮定した。テスト項目数は

40項目あるいは20項目の2通りとした。テス

ト項目の2母数ロジスティックモデルの母数

の分布型は以下のように定めた。識別力母数

は、平均0.85、標準偏差0.25、下限0.3、上限

2.0の切断正規分布、また困難度母数は、平均

0、標準偏差0.5の正規分布に従うと仮定した。

能力母数 θの被験者のある項目に対する正誤
は、2母数ロジスティックモデルから予想さ

れる正答確率を、範囲0～1の一様乱数と比較

し、前者が下回る場合被験者の反応を正答1、

上回る場合誤答0とする。2母数ロジスティッ

クモデルに従う、この2値データパターンを、

項目数40、及び20として各5回繰り返し作成

し（データ1～5）、初回テストデータとした。

このデータを利用して能力母数と項目母数の

同時推定を行い、その際得られた θの推定値
を2.3節の2つの正規分布の平均とし、テスト

情報関数 I（θ）の正の平方根を左側の正規分
布の標準偏差とし、右側の正規分布の標準偏

差はその2倍の値として、対応する対数正規

分布を事前分布とすることにした。また比較

のためテスト情報関数の正の平方根を標準偏

差とする正規分布を事前分布とするものも作

成した。

続いて、θ上での能力の伸びを0.25、及び0.5
として、初めの θに加算し、初回とは別のテ
ストを受験したとして、正誤パターンを作成

した。0.25から0.5標準偏差の伸びは、小学校

3年生から中学校3年生までの算数学力の差か

らみると約1年分に相当すると思われる（藤

森，1999）。学校などで年に1度の大規模な実

力テストなどを行う例が多いことを考えれば、

前年度比での能力の伸びを問題にするケース

に相当し（もちろん、絶対尺度的な意味での

学力の伸びを問題にするのであろうから項目

反応理論の利用は必須となる）、本研究が想定

する範囲と言えよう。また、この場合の項目

母数は、識別力の分布は同一としたが、困難

度母数の分布の平均は θの上昇に見合う分だ
け上昇させている。

データBでは、被験者の能力分布は、θ＝
0.0の1点分布に従うと仮定した。これは、デ

ータAでは、θの分布を標準正規分布とした
ため全体的評価は可能であるとしても、ある

能力水準θ0の者の能力が向上した場合の推定
値がどのような挙動をしているのか、必ずし

も明確ではなく、これを検討するために行う

ものである。初回のテスト正誤データで能力

母数と項目母数の推定を行い、その能力推定

値で事前分布を決定することは、θが1点分布
であることを考えれば適当でないため、真の

項目母数を利用して能力推定値を求め、これ

を利用して事前分布を決定している。データ

Bは被験者の分布が異なる点と、前述の事前

分布の決定に関する細かい相違を除けば、そ

の他の点でのデータAとシミュレーションの

行い方に違いはない。

以上を整理すると、シミュレーションでは、

事前分布の違い（正規分布と対数正規分布）

が、θの分布形（正規分布と1点分布）、項目
数（40項目と20項目）、能力の伸び（0.25と

0.5）による推定値の違いとどのような関係を

持つかを検討する。
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3．結果と考察

表 1は、データAの能力分布が正規分布、

項目数20問で能力が各被験者の真値から＋

0.25上伸したときの結果であるが、データ1

～5のいずれを見ても、事前分布として正規

分布を設定した場合は、平均が0.1前後である

のに対し、対数正規分布を事前分布としたと

きは、平均が0.2に近くなっており、平均二乗

誤差MSEの大きさもやや小さいことがわか

る。すなわち対数正規分布の方が良い成績を

示している。表2は、表1の各データについて

初回真値の水準ごとにグループ化して、誤差

（＝0.25上伸時真値－推定値）の大きさを見た

ものである。表より、真値が－1.5より小さい

場合を除き、いずれの場合も正規分布より対

数正規分布の成績が良いことが分かる。この

ような現象が起こるのは以下のような理由に

よると思われる。初回推定は標準正規分布を

事前分布とするベイズ推定であり、このこと

は分布の両端に近い被験者の能力推定値に対

して平均0への接近傾向をもたらすことにな

る。そして、この推定値を2回目の事前分布

の平均としているのであるが、対数正規分布

は、事前分布として正規分布を採用した場合

よりも、能力の伸びに対して推定値がすみや

かに上昇するため、全体的に、その推定値が

正規分布の推定値よりプラス側に位置するこ

とになる。このため、真値の能力分布の左部

分では、平均的には「真値、正規分布の推定

値、対数正規分布の推定値」の順になるのに

対し、能力分布の右部分では、「正規分布の推

定値、対数正規分布の推定値、真値」の順に

なり、表2の結果がもたらされるのであろう。

実際、表3に、表1のデータ1のみであるが、

表1の推定値を事前分布として利用した場合

の0.5上伸時の推定値の誤差（＝0.5上伸時真

値－推定値）の大きさを求めているが、能力

分布の両端部分に関する傾向は表2の様相と

かなり異なっており、先の考察が妥当なこと

を示している。以上より、表2の真値が－1.5

より小さい場合の対数正規分布と正規分布の

差は極わずかであり、その原因が初期推定値

にあることを考慮すれば、対数正規分布の良

さを認めてよいだろう。

続いて表4は、データAの項目数20、0.5上

伸時の結果である。ただし、事前分布は、初

回テスト時の推定値を利用している。0.25上

伸時の推定値を利用せず、元の推定値を利用

するのは、事前分布の情報に比較して0.5上伸

したときの影響を評価するためである。表 4

より、事前分布として正規分布を利用した場

合、その推定値の平均は0.2ほどであり、真の

平均0.5に比較して、大幅に下回って

いる。このためMSEも0.170と表 1に

比較して大きく悪化している。一方

対数正規分布の場合は、同様に悪化

しているものの、平均は0.345であり、
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MSEも0.131と相対的には良好な成績を示

している。

表5と表6は、データAの40項目の、0.25

及び0.5上伸時の結果である。表 5より推定

値の平均値は表 1と大きく違わないが、事

前分布として正規分布を利用した場合も対

数正規分布の場合も、MSEは項目数の増加

を反映して改善されている。明らかに

表5より、対数正規分布の方が良い成

績を示していることが分かる。表6は、

0.5上伸時の結果であるが、どちらも

表4の20項目の場合と比較して、改善

されているが、改善幅は対数正規分布

の場合が大きくなっていることが分か

る。ベイズ推定では、データ量が増え

るにつれて、すなわちここではテスト

項目数が増加するにつれて、事前分布

の影響力が低下する。しかし、40項

目という、テスト利用場面で比較的あ

り得るケース程度でも、能力の上伸が

ある場合には、事前分布の影響は無視

できない大きさであることが分かる。

特に、初回テストの測定値とテスト情

報量に基づいて事前分布として正規分

布を採用すると、その影響は大きい事

が示されたと言えよう。

表 7～表 10は、データBの1点分布

の結果である。データAに示されたよ

うに、ここでも事前分布として対数正

規分布の方が良い結果を示している。

項目数による違いや、上伸幅の違いに

よる影響もデータAと同様の傾向が示

されている。1つだけデータAの結果

と比較して特徴的なのは、事前分布と

して正規分布を採用したときMSEは

改善されるものの、20項目の場合と比較して

40項目では、平均は逆に真値から遠ざかって

いることである。対数正規分布の場合も、

0.25上伸時には同様の傾向がある。項目数の

増加が能力推定値の分散の縮小を促し、事前

分布の影響力が増したことがこの現象の原因

と思われる。

以上の結果より、能力分布の0.25～0.5標準

偏差の上伸が期待され、その間に複数回の能

力測定が行われるときには、正規分布を事前

分布とするよりも対数正規分布を事前分布と

することが適当であることが示されたといえ

よう。

本研究では、能力の上伸が期待できる場面
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で、事前情報を利用して能力の推定を行うこ

とを目指した。ソフトウェアも含めて実用性

を考慮してのものであるだけに、シミュレー

ションでなく実データへの適用を通じて、そ

の評価を行うことが今後の課題と言えよう。
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