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新しいパターン外積演算と，発想推論に役立つ異種想起の働き 

鈴木 昇一 

A New Operation of an Exterior Product using Patterns, and 
a Heteroassociation Which Is Useful for an Inference of Abduction 

Shoichi Suzuki 
 
 
 

あらまし 
 
パターンからパターンを想起できるようなこれまでの単段階のパターン想起システムは，パター

ンからこのパターンに似た（このパターンに平行する）パターンを内積演算で想起する同種パターン

想起システムであって，パターンからこのパターンと異なっている（このパターンに直交する）パ

ターンを外積演算で想起する異種パターン想起システムではなかった．本論文では，パターンの表

現空間が無限次元空間であってもいい場合に，2つのパターンに直交する外積パターンを定義し，異

種パターン想起システムを構築できるための基礎を確立している．本論文で提案された3つの異種パ

ターン想起は人工知能学では発展途上にある発想推論に役立つことも説明されている． 
1つのパターンに今1つのパターンを蓄えることのできる，出来ない程度を各々2種類の情報量とし

て計量した情報容量が新しく提案されている．万能性認識システム 
RECOGNITRON >Φ=< BSCSMTB ,,,  

の4構成成分の内の3番目の構成成分である類似度関数 SM が，提案されたこの種の2種類の情報容量

を大局化したものを利用し，SS理論でのaxiom 2を満たすように，2種類，構成されている． 
1次独立な系 Lkk ∈}{ψ を基底に採用し，パターンϕ の最小自乗近似表現 

∑
=

⊥+><=
n

k

k
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ϕϕϕ  

を求め，第 ),,2,1( nk L= 番目のパターン成分 

∑
∈

⋅>=<
kL

ck
l

ll ψϕ  

内の各1次結合係数 })3,13,23{( kkkLc k −−≡∈ll を使い，外積演算 
><⊗>< kk ηϕ  

を定義する． 
2つのパターン ηϕ, が直交していれば， ηϕ, は互いに最も異なっていると考えよう．そうすれば，

>< kϕ から >< kη へ向かう間の角を )()0( πθ ≤≤ k とすると， 

kk θθ sin,cos  
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が各々，2つのパターン ><>< kk ηϕ , 間の類似性，相違性の程度であるということになる． 
本論文では，「発想推論の実現に役立つ異種パターンの想起」により有用と思われる今1つ 

の外積 ηϕ ⊗ を 
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と定義する． 
新しい内積演算を [ ]><>< kk ηϕ , と表わすと，パターンϕ の第 ),,2,1( nk L 番目の成分 >< kϕ が 

[ ] 0, =><′′><′∧><′′+><′>=< kkkkk ϕϕϕϕϕ  
という具合に，2つの成分 
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に直交・直和分解されること（付録Oの定理O1），並びに，互いに直交するこの2成分 ><′′><′ kk ϕϕ ,
が各々， >< kϕ の内積成分，外積成分であることが明らかにされる．パターン情報処理の分野でこ

れまでに提案されているのはすべて，帰納推論に役立つ「探りパターン >< kϕ に平行なパターン成

分 ><′ kϕ の1部分を含む記憶 >< kη 内の内積成分 
],[ ><><⋅>< kkk ηϕη  

を想起する同種パターンの想起」である．同種パターンの想起は内積成分 ],[ ><><⋅>< kkk ηϕη を

呼び出しているといえる．本論文では，「発想推論に役立つような探りパターン >< kϕ 内の内積成

分 ><′ kϕ に垂直なパターン ><′′ kϕ に平行な記憶成分 
)( ><⊗><⊗>< kkk ηϕη  

を想起する異種パターンの想起」が提案される．異種パターンの想起は，外積成分 ><′′ kϕ の1部分

を含む記憶 >< kη 内の3重外積成分 )( ><⊗><⊗>< kkk ηϕη を呼び出しているといえる． 
更に，次の3事項（1），（2），（3）にも，内積 [ ]><>< kk ηϕ , ，外積 ><⊗>< kk ηϕ が利用できるこ

とが示されている： 
（1） パターン >< kϕ にパターン >< kη が蓄えられる程度を表す情報容量 

k
ekkC

θ
ηϕ

sin
1log):(1 =><><  

（2） パターン >< kϕ にパターン >< kη が蓄えられない程度を表す情報容量 

k
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θ
ηϕ

cos
1log):(2 =><><  

（3） 上述の2種類の情報容量を利用しての，S.Suzukiの提案しているパターン認識の数学的理論（SS
理論）でのaxiom 2を満たす類似度関数 SM の構成 □ 

 
キーワード 

（1） モデル構成作用素   （2） 1次独立な系   （3） 外積   （4） 類似度 
（5） 直交直和分解   （6） 異種想起作用素   （7） 情報容量 
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Abstract 
 

Current associative pattern-systems that can recall a pattern from a probe-pattern within a single 
step have been systems that can recall only the pattern that looks like the memorized pattern from 
the probe-pattern by using the operation of inner-product. Such a system is called an autoassociative 
system because the recalled pattern is parallel to one of the memorized patterns. On the other hand, 
there is a heteroassociative system that recalls a part of one of the patterns different from memorized 
patterns from the probe-pattern by using the operation of exterior product. The heteroassociative 
system must recall a pattern perpendicular（orthogonal） to the memorized pattern. In this paper we 
newly acquire a pattern which is defined by operation of exterior product and which is orthogonal to 
the given two patterns, and we establish the base because the different kind pattern recollection 
system can be constructed. It is explained that the recall of three different kinds proposed with this 
thesis is useful for the abductive inference that exists in development in artificial intelligence on the 
way. 

The newly proposed two information capacities that shows how much one patterns can or 
cannot be saved in the other pattern are respectively measured as two kinds of amount of 
information. 

Two kinds of similar measure function SM  that is the third composition element in four 
composition element of universal or all-purpose recognition system  

RECOGNITRON >Φ=< BSCSMTB ,,,  
are composed to fill axiom 2 in the SS theory by using the one of this proposed information 
capacities of two kinds which are made a general situation. 

A linearly independent system Lkk ∈}{ψ  is adopted for the base, and the minimum square 
approximation expression 
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of the pattern ϕ  is requested. By using each linear combination coefficient })3,13,23{( kkkLc k −−≡∈ll  
in the kth pattern elements 
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, an exterior product ><⊗>< kk ηϕ  is defined. 
Let's think that ϕ  and η  are mutually most different if two pattern ϕ  and η  are orthogonal. 

When we assume the angle between >< kϕ  and >< kη  when >< kϕ  is rotated into >< kη  to 
be )()0( πθ ≤≤ k . 

kθcos  and kθsin  
becomes a similarity level and a different level of two patterns >< kϕ  and >< kη  respectively. 

In this thesis, the exterior product ηϕ ⊗  is defined as 

∑
=

><⊗><=⊗
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ηϕηϕ  

, which seems to be useful according to a heteroassociation for the achievement of the abductive 
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inference. 
When the new inner-product operation is shown [ ]><>< kk ηϕ ,  , the kth element >< kϕ  of 

pattern ϕ  is decomposed as 
[ ] 0, =><′′><′∧><′′+><′>=< kkkkk ϕϕϕϕϕ . 

Thus,two direct sum components ><′ kϕ  and ><′′ kϕ  must orthogonalize （ theorem O1 of 
appendix O）. It is clarified that these two mutually orthogonal component ><′ kϕ  and ><′′ kϕ  are 
the inner-product component, and the exterior product component in >< kϕ  respectively. 

All researches that has been proposed in field of pattern information processing so far have 
been to do with the autoasssociation that recalls inner-product component 

],[ ><><⋅>< kkk ηϕη  
in memorized pattern >< kη  including one part of pattern component ><′ kϕ  parallel to the 
probe-pattern >< kϕ . The autoasssociation is useful for the induction inference. It can be said that 
the autoasssociation will call the inner product component ],[ ><><⋅>< kkk ηϕη . "Heteroassociator 
that recalls the memorized component 

)( ><⊗><⊗>< kkk ηϕη  
parallel to the pattern- component ><′′ kϕ  perpendicular to the inner product component ><′ kϕ in 
the probe-pattern >< kϕ  " is presented here, which is useful for the abductive inference. It can be 
said that heteroassociator will call a triple )( ><⊗><⊗>< kkk ηϕη  in the memorized pattern 

>< kη  containing one part of the exterior product ><′′ kϕ . 
In addition, it is shown to be able to use the inner product [ ]><>< kk ηϕ ,  and the exterior 

product ><⊗>< kk ηϕ  also for the following three matters （1）,（2） and （3）： 
（1） Information capacity 

k
ekkC

θ
ηϕ

sin
1log):(1 =><><  

measured as an amount of information that shows how much >< kη  can be saved in 
>< kϕ . 

（2） Information capacity 

k
ekkC

θ
ηϕ

cos
1log):(2 =><><  

measured as an amount of information that shows how much >< kη  can not be saved in 
>< kϕ . 

（3） Construction of similar measure function SM that fills axiom 2 in mathematical theory （SS 
theory ） of pattern recognition （ proposed by S.suzuki ） , which uses two kinds 

):(),:( 21 ><><><>< kkCkkC ηϕηϕ  of above-mentioned information capacity □ 
 

Key words 
 
（1） model-construction operator   （2） linearly independent system 
（3） exterior product   （4） similarity-measure   （5） orthogonal direct sum 
（6） heteroassociator   （7） information capacity 
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1．まえがき 
 
これまでのS.Suzukiの研究［B1］～［B4］では，パターンの表現空間として，可分な一般抽象ヒ

ルベルト空間Hが採用されている．Hの内積を ( )ηϕ, と表わす． ∈ϕ Hのノルムは ( )ϕϕϕ ,≡ と定義

される．但し， 
Za∈∀ （複素数全体の集合）， ( ) ( )ηϕηϕ ,, ⋅=⋅ aa  （1.1） 

と約束する． 
パターンϕ を入力して，パターンϕ に似ている（出来るだけ平行している）「パターンη 内の成分

*η 」，つまり， 0cos),( * ⋅⋅≈ ηϕηϕ が成立するパターン *η を呼び出すことは，同種のパターンを想

起する（自己想起;autoassociation）といわれ，ϕ を探り針パターン（probe pattern），η を検索記憶パ

ターン（retrieval memory-pattern）という．また，探り針パターンϕ を入力して，探り針パターンϕ と

異なっている （出来るだけ垂直・直交している ）「パターン η 内の成分 #η 」，つまり，

2
cos),( # πηϕηϕ ⋅⋅≈ が成立するパターン #η を呼び出すことは，異種のパターンを想起する（異種想

起;heteroassociation）といわれる． 
ここで， 
（1#） 2つのパターン ηϕ, ∈Hが平行していれば， ηϕ, 間に極大の類似性があると考えよう． 
（2#） 2つのパターン ηϕ, ∈Hが直交していれば， ηϕ, 間に極大の相違性があると考えよう． 
そうすると，ϕ からη へ向かう ηϕ, 間の角を )()0( πθ ≤≤ とすると， 

（3#） ( ) )1cos1(sin)0(),1,(cos)1( 2 +≤−=≤+≤
⋅

=≤− θθ
ηϕ
ηϕθ が各々，2つのパターン ηϕ , 間の規格化

された類似性，相違性の程度である 
ということになる． 

θcos に比例する非負量を大きさに持つ演算が，2つのパターン ηϕ, の内積 ( )ηϕ, であるが，本論文

では， θsin に比例する非負量を大きさに持つ演算として，2つのパターン ηϕ, の外積 ηϕ ⊗ が定義さ

れる． 
内積が ( )ηϕ, である無限次元のベクトル空間Hにパターン情報処理に役立つ今1つの内積 [ ]ηϕ, を定

義するのは，やさしい．しかし，外積 ηϕ ⊗ を2つのパターン ηϕ , ∈Hに対し定義するのは難しい．

何故ならば，外積で定義されるパターン ηϕ ⊗ はその性質上，2つのパターン ηϕ, ∈Hに直交するよ

うに定義されねばならないが，2つのパターン ηϕ, ∈Hに直交するパターンは3次元空間と異なり，

無数に存在し，任意性が存在するからである．S.Suzukiは以前，この問題に1つの解答を与えた．つ

まり，2つのパターン ηϕ , ∈Hに蓄えられる情報容量の定義とaxiom 2を満たす類似度関数 SM の構成

との双方に有用な1つの，Hでの外積 ηϕ ⊗ の定義を与えた［B60］．本論文では，可分な一般抽象ヒ

ルベルト空間Hが複素空間ではなく，実空間の場合，3次元空間 ),,2,1(3 nkkR L=>< の直積 
>≡<>><< nR n L213 ><××><×>< nRRR 333 21 L  （1.2） 

を考案し， ><>><< nR n L213 での，これまでの如何なる研究者が提案しなかった外積 ηϕ ⊗ を定

義する．この空間 ><>><< nR n L213 での外積 ηϕ ⊗ は，情報容量 ):(),:( 21 ηϕηϕ CC の定義（2式
（4.7），（4.8））と類似度関数 SM の構成（6.3～6.6節）との双方のみならず，「発想推論の実現に役立つ

異種パターン想起」（5.4～5.6節）にもより有用と思われる（新規性と有効性）． 
パターン情報処理の分野でこれまでに提案されているのはすべて，帰納推論に役立つ「探りパ
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ターンに平行なパターンを想起する同種パターン想起」である．本論文では，「発想推論に役立つよ

うな探りパターンに垂直なパターンを想起する異種パターン想起」を3重外積（付録N，O，V）

)( ηϕη ⊗⊗ を利用して，提案する（新規性）． 
相違性を利用して，探り針パターンから記憶しているパターンの集まり内の複数の成分（探り針パ

ターンに直交している複数のパターン）を想起（検索）するのが異種想起の働きであることが明らかに

される． 
因みに，これまで研究されているのは，類似性を利用して，探り針パターンから記憶しているパ

ターンの集まり内の単一の成分（探り針パターンに平行している単一のパターン）を想起（検索）する

同種想起の働きである．本論文では，同種想起の働きについても新しい意味付けを行う（5.2節）． 
第 Jj∈ 番目のカテゴリ（類概念）をC j で表わし，C j の持つ典型的な諸性質を備えているパター

ン（代表パターン）を jω で表わす．全記憶集合Ωは，式（Q.4）の如く，表わされる． 
パターンϕ のパターンモデルを ϕT と表わす．付録Hには，モデル ϕT が構成されている．パター

ンϕ の代りとなるパターンが ϕT である．同一知覚原理によれば， ϕT は，モデル ϕT を見たり聞い

たりしたならば，原パターンϕ と同じように見えたり聞こえたりするようなものでなければならな

い． 
ヒルベルト空間Hで説明しよう．探り針のパターンモデル ϕT から， ϕT の内に含まれる最大の

jTω 成分は，付録Tの定理T1の（1&）からわかるように， 

j
jj

j T
TT
TT

ω
ωω
ωϕ

⋅
),(
),(

)( ϕjA′=  （1.3） 

である．それで，パターンモデル ϕT が入力された想起作用素（同種想起作用素） jA′は，からの出力

パターン 

( ) ( ) ))((,)(
,
1

jj
j

jj
jj

j Tb
T
T

TTT
TT

A ωϕ
ω
ϕ

ωϕω
ωω

ϕ ⋅⋅=⋅⋅≡′  （1.4） 

と定義すればよい．このとき， ( )( )Jjbj ∈ϕ を， 

j

jj

jj

j
j TT

TT
T

T

TT
TT

b
ωϕ

ωϕ
ϕ

ω

ωω
ωϕ

ϕ
⋅

=⋅≡
),(

),(
),(

)(  （1.5） 

と定義すれば，シュワルツの不等式（2.9）からわかるように， ( )ϕjb はその絶対値が1より大きくない． 
次の解釈（1$），（2$）が得られる． 
（1$） )(ϕjb は， ϕT 内に jTω が含まれている（その絶対値が1 より大きくない正負を考慮した）割合

である． 
（2$） )(1 ϕjb− は， ϕT 内に jTω が含まれていない（正負を考慮した）割合である． □ 
さて，パターンϕ が入力されたとき，式（R1.4）のカテゴリ集合C )(γ にわたる総和 

∑
∈

′≡′
γ

ϕϕγ
j

jAA )(  （1.6） 

が， ϕT と同種の，記憶集合 
}|{)( γωγ ∈≡Ω⋅ jTT j  （1.7） 

から想起された（呼び出された）内容であると考える．その絶対値が1 より大きくない正負を考慮し

た量 ( )ϕja ( )Jj∈ を， 
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( )
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)(
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と定義し， ϕγ )(A′ の代りに， 

( )
( )

ϕγ

ωω
ωϕ

γ

)(

,
,

1 A

TT
TT

ii

i

i

′⋅

∑
∈

 ( ) )( j
j

j Ta ωϕ
γ

⋅≡∑
∈

 （1.9） 

を用いれば， 
（1%） ( )ϕja は， ϕT 内に jTω が含まれている（正負を考慮した）割合である 

と，解釈される．尚，1 より大きくない各量 ( )( )γϕ ∈ja j を，付録Pの量子化器Qで量子化すれば，

( ) )( j
j

j Ta ωϕ
γ

⋅∑
∈

は離散想起作用素に変り，一層，耐雑音性に強い想起作用素になる． 

残された問題は， ϕT と異種の，記憶集合 )(γΩ⋅T から想起された内容 

≡′′ ϕγ )(A ∑
∈γj

−ϕT[ ]ϕjA′  （1.10） 

を表現できる想起作用素（異種想起作用素） )(γA′′ の構造が判明していないことである． 
可分な一般抽象実ヒルベルト空間Hでの1次独立な系 }3,,2,1{}{ nLll ∈ψ を導入する．1次独立な系を正規

直交系に変換する方法が付録Aに説明されている．直交系であれば，1次独立な系である．1次独立な

系（基底）としての正規直交系 Lkk ∈}{ψ = n3,,2,1}{ Lll =ψ の例が4付録D，E，F，Gに説明されている． 
実ヒルベルト空間Hの商空間 

∑
=

∈∈⋅
n

LRcc
3

1

)}(|{
l

lll lψ ，ここに， Rは実数全体の集合 （1.11） 

を，3次元空間 ),,2,1(3 nkkR L=>< の，式（1.2）の直積 ><>><< nR n L213 に分解する．その後，

),,2,1(3 nkkR L=>< での外積演算⊗を提案し，外積演算⊗を用いて，異種想起作用素 )(γA′′ を表現

できることを示すのが，本論文の主たる目的の1つである． 
1次独立な系 }3,,2,1{}{ nLll ∈ψ で展開された，実ヒルベルト空間Hの元 

⊥
=

+⋅=∑ ϕϕ ll
l

ψc
n3

1

 such that 0),(},3,,2,1{ =∈∀ ⊥ lLl ψϕn  （1.12） 

に対応するような， 3 3 31 2R R R n< >× < >× × < >L の元は，順序対 
)21( ><><><= ncol ϕϕϕϕ L

r
（列ベクトル） （1.13） 

ここに， 

∑
−=

⋅>≡<
k

k

ck
3

23l
ll ψϕ ， nk ,,2,1 L=  （1.14） 

で表わされる． 

∑
=

⊥+><=
n

k

k
1

ϕϕϕ  （1.15） 

が成立している．同様に，パターン ∈η Hについても 

⊥
=

+⋅=∑ ηη ll
l

ψd
n3

1

 such that 0),(},3,,2,1{ =∈∀ ⊥ lLl ψηn  （1.16） 
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∑
−=

⋅>≡<
k

k

dk
3

23l
ll ψη  （1.17） 

∑
=

⊥+><=
n

k
k

1
ηηη  （1.18） 

を導入すると， ><>><< nR n L213 の内積 [ ]ηϕ, ，ノルム ϕ は， 

[ ] ∑
=

⋅≡
n

dc
3

1

,
l

llηϕ ， [ ]ϕϕϕ ,≡  （1.19） 

と定義され， >< kR3 の内積 [ ]><>< kk ηϕ , ，ノルム >< kϕ は， 

[ ] ∑
−=

⋅≡><><
k

k

dckk
3

23

,
l

llηϕ ， [ ]><><≡>< kkk ϕϕϕ ,  （1.20） 

と定義される．そうすると， 

[ ] [ ]∑
=

><><=
n

k

kk
1

,, ηϕηϕ  （1.21） 

∑
=

><=
n

k

k
1

2ϕϕ  （1.22） 

が成り立つ． 
付録Bには，式（1.12）のパターンϕ 内の各1次結合係数 )( Lc ∈ll は式（B.3）の連立1次方程式の解とし

て求められることが示されている． 
更に， 
（1&） 式（B.1）からわかるように，パターンϕ ∈Hの，式（1.12）の直和・直和分解 

⊥∃ϕ ∈H， 0),(
3

1

=⋅ ⊥
=
∑ ϕ
n

c
l

ll ψ  such that ⊥
=

+⋅=∑ ϕϕ
n

c
3

1l
ll ψ  （1.23） 

が成り立つが，このパターンϕ 内の剰余元 ⊥ϕ を無視して得られる式（1.14）の第 k 成分 >< kϕ は， 
><′′+><′>=< kkk ϕϕϕ  （1.24） 

という具合に， ><′ kϕ ， ><′′ kϕ に直和・直和分解される（付録Oの式（O.5）を参照）． 
1次独立な系 }3,,2,1{}{ nLll ∈ψ を用いて2式（1.14），（1.17）のように分解される2つのパターン ηϕ , ∈Hに

対して，第3のパターンとしての外積 ><⊗>< kk ηϕ を各々， 

kkk

kkk

kkk

dc
dc
dc

kk

333

131313

232323

ψ

ψ

ψ

−−−

−−−

>≡<⊗>< ηϕ  （1.25） 

と定義する． ηϕ , の外積 ηϕ ⊗ は， 

∑
=

><⊗><≡⊗
n

k

kk
1

ηϕηϕ  （1.26） 

と定義される． 
（2&） 2つのパターン ><>< kk ηϕ , の内積 [ ]><>< kk ηϕ , の定数倍を係数に持つ式（O.3）のパター

ン ><′ kϕ は2つのパターン ><>< kk ηϕ , 間の類似性を表現するパターンである． 
（3&） 2つのパターン ><>< kk ηϕ , の，付録Nの3重外積 ( )><⊗><⊗>< kkk ηϕη の定数倍である

式（O.4）のパターン ><′′ kϕ は2つのパターン ><>< kk ηϕ , 間の相違性を表現するパターンである． 
つまり，相違性，類似性を表現するのに，本論文では，外積，内積が使えることが示される（新規

性）． 
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情報を表現するには，（1）記号列による方法，（2）パターンによる方法がある．両者を混合して情

報を表現するのがマルチメディア表現である． 
文字列をその成分が 1,0 である2値ベクトル（パターン）に符号化して，情報検索とか，データマイ

ニング［A22］には，2付録F，Gの正規直交系 Lkk ∈}{ψ を使った上述の同種想起作用素，以下の異種想

起作用素を利用できる． 
異種想起の3種類の働きを実現する3種類の想起作用素が本研究の外積を使用して，提案される（新

規性）． 
（4&） 2つのパターン ηϕ , ∈Hと，複素定数 a との間に，付録Tの恒等式（T.2）が成り立つことが示

され， ),,2,1(3 nkkR L=>< で，内積 [ ]><>< kk ηϕ , ，外積 ><⊗>< kk ηϕ を使った，この恒等式

（T.2）の応用が研究される．この恒等式（T.2）から，式（T.4）のϕ′がϕ の内に含まれる最大のη 成分で

あることが判明するが（付録Tを参照），この事実を利用して，パターンϕ の中に，パターンη が含ま

れている程度を，付録Sの式（S.1）の情報容量 ):( ηϕC′ として，計量する方法を提案し，解析する．付

録Uには，包含情報量とも呼ばれる情報容量 ):( ηϕC′ がShannon情報理論の相互情報量 ),( YXI と同じ

意味合いを備えていることが示されている．パターンϕ の中に，パターンη が含まれていない程度

を，式 （ S.3 ）の情報容量 ):( ηϕC ′′ として，計量できることが示され （付録 S ）， 3次元空間

),,2,1(3 nkkR L=>< での表現が確立される．付録Sの定理S1には，ϕ からη へ向かう ηϕ , 間の角

)()0( πθ ≤≤ を用いて ):(),:( ηϕηϕ CC ′′′ が各々， θθ coslog,sinlog ee −− と表現されることが示されてい

る． 
推論（inference）には， 
（1@） 真なる前提（premise）から真なる結論（conclusion）を正しい推論規則（inference rule）を適用し

て導き出す「真理を保存する」演繹推論（deductive inference） 
（2@） 結論が真ならば，前提が真であるような，つまり，偽なる前提から偽なる結論を正しいと

は限らない推論規則を適用して導き出す「偽を保存する」帰納推論（inductive inference） 
（3@） 既知システムで知られている知識を似ている点に基づいて，未知システムに適用し，未知

システムに関する知識を得る類推（analogical inference） 
（4@） 現在持っている知識から，記憶内に潜む現在持っている知識とは異なる知識の断片を取り

出す発想推論（abduction;getting an idea from） 
があるが［B11］，同種想起を利用して，類推を実現できる．本論文の主たる目的の1つは，同種想起，

異種想起を利用して，特に，異種想起を利用して，発想推論を実現できる基礎を固めることである． 
併せて，カテゴリ帰属知識の不動点を認識結果とする付録Qの，式（Q.1）の万能性多段階連想形認

識システム［B3］，［B4］ 
RECOGNITRON >Φ=< BSCSMTB ,,,  （1.27） 

（付録Rも参照）を構築するのに必要なaxiom 2を満たす付録Iの類似度関数 SM を，2種類の情報容

量の大局化を使って構成できることを示すことも，本論文の主たる目的の1つである． 
 

2．可分な一般抽象ヒルベルト空間Hの元であるパターンϕ  
 
処理の対象とするパターンϕ は可分な一般抽象ヒルベルト空間Hの元であるとしよう．しかしな

がら，Hの元は処理の対象とするパターンであるとは限らなくて，処理の対象とするパターンの集

まりΦは式（Q.2）で表される（Hの）部分集合である． 
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実は，本論文では，パターンϕ は実数値でなければならない．本章では，このϕ が属する可分な

一般抽象ヒルベルト空間Hについて説明し，可分な一般抽象ヒルベルト空間Hの，典型的な1例とし

て，H ),(2 dmML= があること，並びに，ユニタリ作用素 ))(exp( +∞<<−∞ ttA の作る1パラメータ座

標変換連続群 +∞<<∞− ttA)}{exp( からの，正値ルベーグ・スティルチェス式測度 )(xdm の選び方が説明さ

れ，縮小・拡大のユニタリ作用素 ))(exp( +∞<<−∞ ttA の作る座標変換連続群 +∞<<∞− ttA)}{exp( から可分

なヒルベルト空間H )1;( 212
2

2
1

2
2 dxdx

xx
RL ⋅

+
= が得られることを示す．併せて，実数値パターンϕ を一

意的に1次展開できるような最も一般的な1次独立な系 Lkk ∈}{ψ についても説明される． 

 
2.1 可分な一般抽象ヒルベルト空間H 
本論文では，可分な一般抽象ヒルベルト空間Hの実数値元 kψ の系 Lkk ∈}{ψ は，複素定数 la の組

La ∈ll}{ について， 

0,0 =∈∀⇔=⋅∑
∈

l
l

ll l aLa
L

ψ  （2.1） 

が成立するという意味で，実数値の 1次独立な系とする．Hでの内積，ノルムを各々，

( ) ( )ϕϕϕηϕ ,,, ≡ とする．但し， 
Za∈∀ （複素数全体の集合）， ( ) ( )ηϕηϕ ,, ⋅=⋅ aa  （2.2） 

と約束する. 
例えば，可分なヒルベルト空間Hとして，2.2のH ),(2 dmML= がある. 
位相空間（ topological space） X が稠密（dense）な可算部分集合を持つとき， X を可分な空間

（separable space）であるという［A2］．また，文献［A18］の5.1節（p.25）の定理5.2では， 
（1#） 可分な一般抽象ヒルベルト空間Hには，高々可算個からなり， 

（完全性） ( ) 00,, =⇒=∈∀ ϕηϕ kLk  （2.3） 
（正規直交性） ( ) =lηη ,k  
 lL =k1 のとき 
 lL ≠k0 のとき 
 （2.4） 

  が成り立つという意味で，完全な正規直交系 Lkk ∈}{η を作ることができる 
ことが証明されている．完全な正規直交系が高々可算個からなっていれば、ヒルベルト空間Hは可

分である．よって，一般抽象ヒルベルト空間Hで高々可算個からなる完全な正規直交系が存在する

ことと，一般抽象ヒルベルト空間Hが可分なこととは同値であることに注意しておこう． 
ヒルベルト空間Hとは内積が定義された無限次元であってよいベクトル空間（内積が定義され得る

線形空間）のことであり，有限次元の場合を含む． 
4性質 

（1$） （非負性・一意性）（ϕ , ϕ ）≧0，かつ，「ϕ ＝0⇔（ϕ , ϕ ）=0」 （2.5） 
（2$） 複素数（η , ϕ ）は（ϕ , η ）の共役複素数 （2.6） 
（3$） （線形性1）（ 21 ϕϕ + , η ）＝（ 1ϕ , η ）＋（ 2ϕ , η ） （2.7） 
（4$） （線形性2）任意の複素定数 aについて， 

),(),( ηϕηϕ ⋅=⋅ aa  （2.8） 
を満たすだけの，複素数値を与える内積（ϕ , η ）というものが定義されている． 
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2つのパターン ηϕ, の内積 ),( ηϕ の評価を与えるのは，Schwarzの不等式 
∈∀∀ ηϕ, H， ηϕηϕ ⋅≤),(  （2.9） 

である．ここに， 
（1%） ηϕηϕ ⋅=),( が成り立つのは，ϕ がη の定数（零を含む）倍の時か，η がϕ の定数（零を

含む）倍の時かに限る （2.10） 
ことが知られている．Schwarzの不等式（2.9）から， 

( ) θηϕηϕ cos, ⋅⋅=  （2.11） 
を満たす角 )()0( πθ ≤≤ が存在する．このθ をϕ からη へ向かう ηϕ , の間の角という． 

( ) 0,
=

⋅ ηϕ
ηϕ  if 0=⋅ ηϕ  （2.12） 

を約束すると， 

( ) 1,1cos1sin0
2

2 ≤
⋅

−=−=≤
ηϕ
ηϕθθ  （2.13） 

が成立し，よって，等式 
( ) [ ]2222 sin, θηϕηϕηϕ ⋅⋅=−⋅  （2.14） 

が成り立つ． 
内積 ),( ηϕ ，ノルム ),( ϕϕϕ ≡ が導入されている一般抽象ヒルベルト空間（加法+ が導入されて

いる群としての線形ベクトル空間）Hは， 
（1&） （非負性・一意性） ( ) ∧≥ 0,ηϕdis ( ) ]0,[ ηϕηϕ =⇔=dis  （2.15） 
（2&） （対称性） ( ) ( )ϕηηϕ ,, disdis =  （2.16） 
（3&） （3角不等式） ( ) ( ) ),(,, ψψ ηηϕϕ disdisdis +≤  （2.17） 

が成立しているという意味で，距離 
ηϕηϕ −≡),(dis  （2.18） 

が導入され得る距離空間であり，この距離で位相が定義された位相空間である「高々可算個からな

る完全な正規直交系が存在するというだけのヒルベルト空間H」が可分な一般抽象という意味であ

る． 
 
2.2 可分な一般抽象ヒルベルト空間Hの，典型的な1例として，H ),(2 dmML=  
可分な一般抽象ヒルベルト空間Hの，典型的な1例として，H ),(2 dmML= が説明される．例えば，

η をη の複素共役として， 
M ： q次元ユークリッド空間 qR の可測部分集合 （2.19） 

)(xdm ：正値ルベーグ・スティルチェス式測度 （2.20） 
)(,,, 21
q

q RMxxxx ⊆>∈=< L ：実数値 q変数の直交座標系 （2.21） 
を導入し，その内積（ϕ , η ），ノルム∥ϕ ∥が， 

（ϕ , η ） ∫= M
xdm )(  ϕ （x）・η （x） （2.22） 

∥ϕ ∥= ),( ϕϕ  （2.23） 
と与えられる線形空間（ベクトル空間）Hが，H ),(2 dmML= である． 
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2.3 ユニタリ作用素 tU の作る座標変換連続群 +∞<<∞− ttU }{ ，ここに， )exp(tAUt ≡  からの，正値
ルベーグ・スティルチェス式測度 )(xdm の選び方 

1実パラメータ t に関しても微分可能なLie群と呼ばれる“ユニタリ作用素 tU の作る座標変換連続

群” 

+∞<<∞− ttU }{ ，ここに， )exp(tAUt ≡  （2.24） 
の作用（座標変換）をしばしば，処理の対象とするパターンが受けている．この種の座標変換群が作

用する前の状態に戻す処理は，いわゆる通常の意味の正規化である． 
先ず，線形作用素 tAの指数関数 )exp(tA とは， 

∑
=

−

∞→
⋅≡

k

j

j

k
tAjtA

0

1 )()!(lim)exp(  （2.25） 

と定義される．ここに， t は任意の実数である． 
任意に ∈ϕ Hを選んで，1実パラメータ t のLie座標変換群（移動変換群） tS に対し， 

)())(( xSxU tt ϕϕ ≡  for any Mx∈  （2.26） 
と定義される作用素 tU は，線形作用素であることに，注意しておく．この時，少なくとも，実数の

ある集合M は， n 次元ユークリッド空間 nR の或る開集合と局所的には同相［A2］な近傍を持つ位

相多様体（topological manifold）［A1］でなければならない． 
内積 ( )ηϕ, が可分なヒルベルト空間H );(2 dmML= における正値測度 )(xdm について，表現 

dxxpxdm )()( =  for any Mx∈  （2.27） 
を許す密度関数 )(xp が存在するとしよう． 
初期条件式 

>=<=>=< = ntn xxxxyyyy ,,,|,,, 21021 LL  （2.28） 
の下で，微分方程式系 

+∞<<−∞== tnjyF
dt
dy

j
j ,1),( ～  （2.29） 

が成立としているとしょう．更に，座標点 
Mxxxx n >∈≡< ,,, 21 L  （2.30） 

の実数値関数 )(xFj の系 
)~1),,,,()( 21 njxxxFxFF njjj =≡≡ L  （2.31） 

は，次の2条件（1%），（2%）を満たしているとする： 
（1%） ),,,( 21 nj xxxF L は，M 上で1階までの連続な偏導関数を持つ． 

（2%） ∑
=

≠∈∀
n

j
j xFMx

1

2 .0|)(|,  （2.32） 

 □ 
このとき，次の定理2.1が証明され，無限小変換 Aが 

0|)())(( =≡ tdt
ydxA ϕϕ  （2.33） 

0
1

|)(
=

= ∂
∂
⋅=∑ t

j

j
n

j y
y

dt
dy ϕ  （2.34） 

0
1

|)()( =
= ∂

∂
⋅= ∑ t

j
j

n

j x
xxF ϕ  （2.35） 
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で与えられる式（2.24）のLie群 +∞<<∞− ttU }{ をユニタリ化する式（2.27）の密度関数 )(xp を決定できる方程

式（2.36）が指摘されている． 
［定理2.1］（Lie座標変換群のユニタリ化定理）［B50］ 

2条件（1%），（2%）の下で，次の3命題（1&），（2&），（3&）は互いに同値である： 

（1&） ∑
=

=
∂

⋅∂
∈∀

n

j j

j

x
pF

Mx
1

.0
][

,  （2.36） 

（2&） ∑
= ∂

∂
⋅≡≡≡

n

j j
njn x
xxxFxxxAxAA

1
2121 ),,,(),,,()( LL  

j
nj

n

j x
xxxF

∂
∂

⋅−⋅⋅−= −

=
∑ 1

21
1

)1(),,,(1 L  （2.37） 

の指数関数 )exp(tAUt ≡ は任意の実数 t について，式（2.39）が成り立つという意味でユニタリ作用素

である． 

（3&） AG ⋅−≡ 1  

j
nj

n

j x
xxxF

∂
∂

⋅−⋅⋅−= −

=
∑ 1

21
1

)1(),,,()1( L  

j
nj

n

j x
xxxF

∂
∂

⋅⋅−=∑
=

),,,(1 21
1

L  （2.38） 

は自己共役作用素である． 
［定理2.1の系1］（保測定理）［B50］ 
式（2.24）内の線形作用素 Aの，指数関数 )exp(tAUt = は，式（2.26）で定義される1実パラメータ t の

Lie座標変換群 )exp(tASt ≡ を引き起こし， 
ϕϕϕ =+∞<<−∞∀∈∀ tUttdmML ),(),;(2  （2.39） 

⇔ ∑
=

=
∂
⋅∂

∈∀
n

k k

k

x
pFMx

1

.0][,  （2.40） 

 □ 
よって，偏微分方程式（2.40）を解いて，密度関数 )(xp を求め，式（2.27）の正値ルベーグ・スティ

ルチェス式測度 )(xdm を求めればよい．この求める例を次節で与えよう． 
 
2.4 縮小･拡大群に不変な正値ルベーグ・スティルチェス式測度 dxxpxdm )()( =  

1例として，縮小･拡大群 +∞<<∞−⋅ tAt )}{exp( について，考えよう． 

2211 )exp(,)exp( xtyxty ⋅−=⋅−=  （2.41） 
については，微分方程式系 

2211 /,/ ydtdyydtdy −=−=  （2.42） 
が成り立つ． 
式（2.40）の微分方程式 

2

2

1

1 )()(0
x
pF

x
pF

∂
⋅∂

+
∂
⋅∂

=  

2

2

1

1 )()(
x
px

x
px

∂
⋅∂

−
∂
⋅∂

−=  Q 2211 , xFxF −=−=  
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+−= p2[ ]
2

2
1

1 x
px

x
px

∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅  （2.43） 

を解けば，Cを正定数として， 

2
2

2
1

21
1),(
xx

Cxxpp
+

⋅=≡  （2.44） 

が得られる．以後， 1=C ととる． 
そうすると，ヒルベルト空間Hの内積 ( )ηϕ, については，式（2.27）から， 

),( ηϕ  

),(),(1
21212

2
2

1
21 xxxx

xx
dxdx ηϕ ⋅⋅

+
= ∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−
 （2.45） 

と与えられる可分なヒルベルト空間H )1;( 212
2

2
1

2
2 dxdx

xx
RL ⋅

+
= が得られた． 

この内積 ( )ηϕ, は，縮小･拡大の下でのユニタリ座標変換不変性（unitary invariance about expansion-
and-contraction around origin）を備えている． 

一般に，SS理論［B3］，［B4］では，処理の対象とする問題のパターンϕ の集合Φは或る可分な一

般抽象ヒルベルト空間Hの零元0を含む或る部分集合であるが，構成的集合として，式（Q.2）の如く

設定される． 
 

3．可分な一般抽象実ヒルベルト空間Hの元であるパターンϕの1次展開に基づく 
n3 次元ユークリッド空間 ><>><< nR n L213 での外積 ηϕ ⊗ の諸性質 

 
本章では，1次独立な系 Lkk ∈}{ψ により，可分な一般抽象ヒルベルト空間Hの元 ϕ が1次展開できる

事実を指摘し，この事実に基づき，Hが実空間の場合， ηϕ , に関し， L 次元ユークリッド空間での

内積 ],[ ηϕ ，ノルム ϕ を定義する．更に，実ヒルベルト空間Hの，式 （1.2 ）の剰余空間

><>><< nR n L213 （式（1.11）の商空間）が n3 次元のユークリッド空間と同型であるように設定され

たことから，文献［B55］とは異なる外積 ηϕ ⊗ が発想推論に役立つように，新しく定義され得るこ

とが示される．その意味が説明され，その諸性質が明らかにされ，3重内積 ],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ ，

3重外積 ( )><><⊗>< kkk ωϕη , が研究される． 
 
3.1 n3 次元空間 ><××><×><>≡<>><< nRRRnR n 3333 1121 LL  
内積，ノルムが各々， ( )ηϕ, ， ( )ϕϕϕ ,≡ と表わされる可分な一般抽象ヒルベルト空間Hの元 kψ

からなる系 L∈ll}{ψ は，複素定数の組 La ∈ll}{ について， 

0,0 =∈∀⇔=⋅∑
∈

l
l

ll l aLa
L

ψ  （3.1） 

が成り立つという意味で，1次独立な系であることが要請されるが， 
( ) =lψψ ,k  
 lL =k1 のとき 
 lL ≠k0 のとき 
 （3.2） 

が成り立つという意味で，正規直交系である必要はない．正規直交系であれば，1次独立な系である．
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但し，付録Aで説明されているように，1次独立な系 L∈ll}{ψ を常に正規直交系に変換できる． 
可分な一般抽象ヒルベルト空間Hの元ϕ は次のように，付録Bの式（B.1）の如く，1次展開できる．

各1次展開係数 )( Lkck ∈ は連立1次方程式（B.3）を解いて得られる： 

⊥∃ϕ ∈H， 

,∑
∈

⊥+⋅=
Lk

kkc ϕϕ ψ  （3.3） 

satifying the orthogonality condition 
0),(, =∈∀ ⊥ kLk ψϕ  （3.4） 

 □ 
以後，1より小さくない正整数 nを選び，有限集合 Lを 

33|| ≥≡ nL ， }3,12,23,,3,13,23,,3,2,1{ nnnkkkL −−−−= LL },,,,,{ 21 nk LLLL LL=  
),,2,1}(3,13,23{ nkkkkLk L=−−=  （3.5） 

とする．以後，1次展開式に（3.3）について，各 ( )Lkck ∈ は実定数であるとしよう．例えば，可分な

一般抽象ヒルベルト空間Hは実空間とすれば，各 ( )Lkck ∈ が実定数であることは保証される．同様

に，Hの元 ωη, が 

∑
∈

⊥+⋅=
Lk

kkd ηη ψ  where 0),(, =∈∀ ⊥ kLk ψη  （3.6） 

∑
∈

⊥+⋅=
Lk

kke ωω ψ  where 0),(, =∈∀ ⊥ kLk ψω  （3.7） 

と展開されるとしよう． 
>< kϕ を式（1.14）の如く定義すると，表現式（1.15）が成り立つ． 

内積 [ ]><>< kk ηϕ , ，ノルム >< kϕ が各々，式（1.20）の如く定義される3次元実空間 >< kR3 で

は， 

0],[
=

><⋅><
><><
kk
kk

ηϕ
ηϕ  if 0=><⋅>< kk ηϕ  （3.8） 

を約束する． 
空間 >< kR3 での基底となる各部分系 }3,13,23{}{ kkk −−∈llψ },,2,1( nk L= は，次の2性質 ②①, が成り立つ

という意味で， >< kR3 の完全正規直交系である： 
①（正規直交性） }3,13,23{, kkkqp −−∈ について， 

[ ]=><>< kk qp ψψ ,  
 qp =L1 のとき 
 qp ≠L0 のとき 
 （3.9） 

②（完全性） [ ] 00,},3.13,23{ =><⇒=><><−−∈∀ kkkkkkp p ϕϕ ψ  （3.10） 
 □ 

式（1.11）の商空間である n3 次元実空間 ><>><< nR n L213 は式（1.2）の如く定義され， n 個の直

積（direct product） ><××><×>< nRRR 333 21 L であり，その内積 [ ]ηϕ, ，ノルム ϕ は式（1.19）で定義

され，2式（1.21），（1.22）が成り立つ．よって， 
0=⋅ ηϕ ⇔ ]0,[]0,[ =∈∀∨=∈∀ ll ll dLcL  

]0},,,2,1{[]0},,,2,1{[ =><∈∀∨=><∈∀⇔ knkknk ηϕ LL  
},,,2,1{ nk L∈∀⇔ 0=><⋅>< kk ηϕ  
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0],[},,,2,1{ =
><⋅><
><><

∈∀⇒
kk
kknk

ηϕ
ηϕ

L  Q 式（3.8） （3.11） 

が成り立つから， 

0],[
=

⋅ ηϕ
ηϕ  if 0=⋅ ηϕ  （3.12） 

を約束する． 
可分な一般抽象実ヒルベルト空間Hでは，基底 nkkLkk 3,,2,1}{}{ L=∈ = ψψ は正規直交系とは限らない1次

独立な系であるが， ><>><< nR n L213 では，系 nkk 3,,2,1}{ L=ψ は完全な正規直交系であり，基底であ

る． 
 
3.2 外積 ><⊗>< kk ηϕ ， ηϕ ⊗ の定義 
式（1.14）の >< kϕ に注目し， ><>< kk ηϕ , の外積 ><⊗>< kk ηϕ を式（1.25）の如く定義する． 
外積 ><⊗>< kk ηϕ は， 

><⊗>< kk ηϕ  

1313

2323
3

33

2323
13

33

1313
23 )1(

−−

−−−−
−

−−
− ⋅+⋅−⋅+⋅=

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k dc

dc
dc
dc

dc
dc

ψψψ  （3.13） 

と展開され， 
2

><⊗>< kk ηϕ  
2

1313

2323
2

33

2323
2

33

1313

−−

−−−−−− ++=
kk

kk

kk

kk

kk

kk

dc
dc

dc
dc

dc
dc

 （3.14） 

が成り立ち，付録Kの②より， ><⊗>< kk ηϕ は3次元実数ベクトル 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= −

−

k

k

k

k

c
c
c

c

3

13

23
r

，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= −

−

k

k

k

k

d
d
d

d

3

13

23r
 （3.15） 

を2辺とする平行四辺形の面積である． 
式（1.15）のϕ に注目し， ηϕ, の外積 ηϕ ⊗ を式（1.26）の如く定義する．外積 ηϕ ⊗ はを kk dc

rr
, 2辺と

する平行四辺形の面積を大きさに持つ ><⊗>< kk ηϕ の n個の和である． 
 
3.3 外積 ><⊗>< kk ηϕ の大きさと，内積の大きさとの関係 
Hでのシュワルツの不等式（2.9）を >< kR3 で考えれば成り立つシュワルツの不等式 

[ ] ><⋅><≤><>< kkkk ηϕηϕ ,  （3.16） 
から，式（3.8）の約束の下で， 

1],[cos1 +≤
><⋅><
><><

=≤−
kk
kk

k ηϕ
ηϕθ  （3.17） 

が成り立つ「数値3次元ベクトル kc
r
から実数値3次元ベクトル kd

r
へのなす角 kθ 」が存在する．ここ

に，式（3.8）の約束の下で， 
πθ ≤≤ k0  （3.18） 

とする． 
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 kd

r

kc
r

 

kθ

 
 

図3.1 kc
r
から kd

r
への，180度以内の右手系回転 

Fig.3.1  the motion of a right-hand screw when kc
r

 is rotated into kd
r

 （angle of rotation less than ・180 ） 
 
式（3.14）の外積の大きさ ><⊗>< kk ηϕ を，付録Jのラグランジュの恒等式（J.5）を使って書き直せ

ば， 
[ ] 2222 , ><⊗><=><><−><⋅>< kkkkkk ηϕηϕηϕ  （3.19） 

が得られる．そうすると，この式（3.19）から，式（3.8）の約束の下で， 
0=><⋅>< kk ηϕ ， 0≠><⋅>< kk ηϕ  （3.20） 

の2つの場合に分けて証明される恒等式 

]],[1[][
2

222

><⋅><
><><

−⋅><⋅><=><⊗><
kk
kkkkkk

ηϕ
ηϕηϕηϕ  （3.21） 

が成立し，更に， 

kk θθ 2sinsin0 =≤  

kθ
2cos1−=  

2
],[1
><⋅><
><><

−=
kk
kk

ηϕ
ηϕ 1+≤  （3.22） 

を考慮すれば，式（3.8）の約束の下で，式（3.14）の外積の大きさ ><⊗>< kk ηϕ は， 
><⊗>< kk ηϕ kkk θηϕ sin⋅><⋅><=  （3.23） 

と表わされる．よって，この式（3.23）から，式（3.8）の約束の下で， 
0],[ =><>< kk ϕω  （3.24） 
0],[ =><>< kk ηω  （3.25） 

が成立していることを考えて，3次元空間において， >< kϕ と >< kη とのなす平面に直交している

大きさ 
1=>< kω  （3.26） 

のベクトル >< kω を導入すれば，外積 ηϕ ⊗ の表現式 
><⊗>< kk ηϕ  

><⋅><⊗><= kkk ωηϕ  
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><⋅⋅><⋅><= kkk k ωθηϕ sin  （3.27） 
が成り立つ． 
 
3.4 外積⊗の，簡単な諸性質 
3.4.1 反対称性 

2つのパターン ><>< kk ηϕ , の外積パターン >< kψ ≡ ><⊗>< kk ηϕ について，外積⊗ の定義

式（1.25）から反対称性 
><⊗>< kk ηϕ ><⊗><−= kk ϕη  （3.28） 

が成立し，これから，べき等 ><⊗>< kk ϕϕ が 0 になる性質 
0>=<⊗>< kk ϕϕ  （3.29） 

が成り立つ． 
 
3.4.2 線形性 
線形性 

)()( ><⊗><⋅>=<⊗><⋅ kkckkc ηϕηϕ  for any real number c  （3.30） 
)()( ><⊗><⋅=><⋅⊗>< kkckck ηϕηϕ  for any real number c  （3.31） 

)()()( ><⊗><+><⊗><>=<⊗><+>< kkkkkkk ψψψ ηϕηϕ  （3.32） 
)()()( ><⊗>>+><⊗><=><+><⊗>< kkkkkkk ψψ ϕηϕηϕ  （3.33） 

が成立する． 
 
3.4.3 直交雑音 ⊥⊥ ηϕ , の除去性質 
直交雑音 ⊥⊥ ηϕ , の除去性質 

><−⊗><− ⊥⊥ kk )()( ηηϕϕ = ><⊗>< kk ηϕ  （3.34） 
 Q 3式（1.12），（1.14），（1.15）から 
   },,2,1{ nk L∈∀ ， ><>=<− ⊥ kk ϕϕϕ )( ， ><>=<− ⊥ kk ηηη )(  （3.35） 

が成立する． 
 
3.4.4 外積の非結合性 
一般的には， 

)()( ><⊗><⊗><>≠<⊗><⊗>< kkkkkk ωηϕωηϕ  （3.36） 
である．この事実を次の定理3.1にしておく． 
［定理3.1］（外積の非結合定理） 

=⊗⊗ 321 )( ϕϕϕ )( 321 ϕϕϕ ⊗⊗  （3.37） 
は一般に成立しない． 
（証明） }3,2,1{=L の場合で考えよう． 

⊥+⋅+⋅+⋅= )(00 13211 ϕϕ ψψψa  （3.38） 

⊥+⋅+⋅+⋅= )(00 23212 ϕϕ ψψψ b  （3.39） 

⊥+⋅+⋅+⋅= )( 33213 ϕϕ ψψψ edc  （3.40） 
としよう． 
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=⊗ 21 ϕϕ 3

3

2

1

00
0

0
ψ

ψ

ψ

ψ

⋅⋅= bab
a

 （3.41） 

=⊗⊗ 321 )( ϕϕϕ 21

3

2

1

0
0

ψψ

ψ

ψ

ψ

⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−= cbadba
eab
d
c

 （3.42） 

と計算される． 

=⊗ 32 ϕϕ 31

3

2

1

0

0
ψψ

ψ

ψ

ψ

⋅⋅−⋅⋅= cbeb
e
db
c

 （3.43） 

=⊗⊗ )( 321 ϕϕϕ 2

3

2

1

0
00 ψ

ψ

ψ

ψ

⋅⋅⋅=
−

cba
bc

bea
 （3.44） 

と計算され，よって， 

1321321 )()( ψ⋅⋅⋅−=⊗⊗−⊗⊗ dbaϕϕϕϕϕϕ  （3.45） 
と計算され， 

0≠⋅⋅ cba であれば， ≠⊗⊗ 321 )( ϕϕϕ )( 321 ϕϕϕ ⊗⊗  （3.46） 
 □ 

 
3.4.5 3重内積 ],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ  
パターン >< kϕ と外積パターン ><⊗>< kk ωη との内積 ],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ  

は3重内積と呼ばれるが，この3重内積の意味，諸性質について調べておこう． 
先ず， ><⊗>< kk ωη の定義，並びに，式（3.13）からわかるように，直交性 

0],[ =><⊗><>< kkk ηϕϕ  （3.47） 
0],[ =><⊗><>< kkk ηϕη  （3.48） 

が成立する． 
［例3.1］ 

⊥+⋅+⋅+⋅= )( 13211 ϕϕ ψψψ cba  （3.49） 

⊥+⋅+⋅+⋅= )(00 23212 ϕϕ ψψψd  （3.50） 

⊥+⋅+⋅+⋅= )(00 33213 ϕϕ ψψψ e  （3.51） 
に対し， 

3

3

2

1

32

00
0

0
ψ

ψ

ψ

ψ

⋅⋅==⊗ ede
d

ϕϕ  （3.52） 

edc
c

eb
da

⋅⋅==⊗
00

0
0

],[ 321 ϕϕϕ  （3.53） 

 □ 
この例3.1からいえることは次の通りである： 

332 ψ⋅⋅=⊗ edϕϕ  （3.54） 
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は， 32 ,ϕϕ を2辺とする平行四辺形の面積 ed ⋅ を大きさに持つ． 
edc ⋅⋅=⊗ ],[ 321 ϕϕϕ  （3.55） 

は， 

⊥+⋅+⋅+⋅=′ )(00 13211 ϕϕ ψψψ c ， 32 ,ϕϕ  （3.56） 
を3辺とする平行四辺形の体積 edc ⋅⋅ を大きさに持つ． 

3重内積 ],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ の構造は，次の定理3.2で決定される． 
［定理3.2］（3重内積 ],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ の表現定理） 

3式（3.3），（3.6），（3.7）の展開式を使えば， 
],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ  

kkk

kkk

kkk

edc
edc
edc

333

131313

232323

−−−

−−−

=  （3.57） 

（証明） 式（1.25）の外積 ><⊗>< kk ηϕ の展開式（3.13）より， 
><⊗>< kk ωη  

1313

2323
3

33

2323
13

33

1313
23 )1(

−−

−−−−
−

−−
− ⋅+⋅−⋅+⋅=

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k ed

ed
ed
ed

ed
ed

ψψψ  （3.58） 

である．よって， 
],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ  

1313

2323
3

33

2323
13

33

1313
23 )1(

−−

−−−−
−

−−
− ⋅+⋅−⋅+⋅=

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k ed

ed
c

ed
ed

c
ed
ed

c  （3.59） 

kkk

kkk

kkk

edc
edc
edc

333

131313

232323

−−−

−−−

=  （3.60） 

 □ 
このようにして，2パターン ∈ηϕ , Hの第 ),,2,1( nk L= 番目の2パターン成分 ><>< kk ηϕ , の，式

（3.15）の係数ベクトル kk dc
rr

, に加えて， ∈ω Hの展開式（3.7）から得られる >< kω の係数ベクトル 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= −

−

k

k

k

k

e
e
e

e

3

13

23
r

 （3.61） 

を使えば， ],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ は，3係数ベクトル kkk edc
rrr

,, を三稜とする平行六面体の体積を表

わすことになる． 
その説明をしておこう． 
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cr kkd
r

ke
r

 
 

OX
Y  

Z  

h k  

 
 

図3.2 3ベクトル kkk edc
rrr

,, で張られる平行六面体の体積 
Fig.3.2  a volume of parallelepiped spanned by three vectors kkk edc

rrr
,,  

 
体積 ],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ の符号は，ベクトル系 edc

rrr
,, の向きが3次元座標軸 ZYXO −−− の向

きと同じであるならば，正である．また，3つのベクトル edc
rrr

,, が共平面的であれば，この平行六面

体の体積は 0 となる． 
],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ が平行六面体の体積を与えることを証明しておこう． 

><⊗>< kk ωη の大きさ ><⊗>< kk ωη は2つのベクトル kk ed
rr

, により張られた平行四辺形の面

積に等しくて， ><⊗>< kk ωη はこの平行四辺形に垂直となる． 

kζ をベクトル >< kϕ からベクトル ><⊗>< kk ωη への間のなす角とすると， 
],[ ><⊗><>< kkk ωηϕ  

kkkk ζωηϕ cos⋅><⊗><⋅><=  
><⊗><⋅= kkhk ωη  （3.62） 

= 3つのベクトル edc
rrr

,, を三稜とする平行六面体の体積 
を得，示された．ここに， 

kk kh ζϕ cos⋅><=  （3.63） 
は2つのベクトル ed

rr
, により張られた平行四辺形を底面とするような，3つのベクトル edc

rrr
,, を三稜と

する平行六面体の高さである． 
 
3.4.6 3重外積 )( ><⊗><⊗>< kkk ωϕη の表現 

3重外積 )( ><⊗><⊗>< kkk ωϕη の構造は， 
)( ><⊗><⊗>< kkk ωϕη  

><⋅><><−><⋅><><= kkkkkk ωϕηϕωη ],[],[  （3.64） 
と，決定される．これは，付録Nの定理N1である． 
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3.4.7 パターン >< kϕ 内の， >< kη に平行な，或いは直交する成分の大きさ 
式（3.15）の2つの3次元実数ベクトル kk dc

rr
, に注目する． kc

r
から kd

r
へ向かう間の角を )()0( πθ ≤≤ k と

すると（式（3.18）を参照）， 
],[ ><>< kk ηϕ kkk θηϕ cos⋅><⋅><=  Q 式（3.17） （3.65） 
><⊗>< kk ηϕ kkk θηϕ sin⋅><⋅><=  Q 式（3.23） （3.66） 

2222],[ ><⋅><=><⊗><+><>< kkkkkk ηϕηϕηϕ  Q 式（J.5） （3.67） 
が成立する（式（3.19）を参照）．よって，次の解釈①，②が成り立つ： 
①

2],[ ><>< kk ηϕ は パ ターン >< kϕ 内 の ， >< kη に平 行 な 成分の 大 き さを与 え ，

><>< kk ηϕ , 間の類似性（同相性，平行性）の程度を与える． 
②

2
><⊗>< kk ηϕ は >< kη に直交する成分の大きさを与え， ><>< kk ηϕ , 間の相違性（異相性，

直交性）の程度を与える． □ 
 
3.4.8 パターン >< kϕ の直交・直和分解性 

付録Oの定理01によれば， 

],[
],[

1
><><⋅><⋅

><><
>≡<′ kkk

kk
k ηϕη

ηη
ϕ  （3.68） 

)(
],[

1
><⊗><⊗><⋅

><><
>≡<′′ kkk

kk
k ηϕη

ηη
ϕ  （3.69） 

とおけば，パターン >< kϕ の直交・直和分解 
><′′+><′>=< kkk ϕϕϕ  （3.70） 

が成り立つ，ここに， 
（同相性，平行性） ],[],[( ><><=><><′ kkkk ηϕηϕ  （3.71） 
（異相性，直交性） 0],[ =><><′′ kk ηϕ  （3.72） 

が成り立っている． >< kϕ 内の2成分 ><′′><′ kk ϕϕ , は各々， >< kη に平行な成分， >< kη に垂直

な成分（ >< kη に直交する成分）である． □ 
 

4．4つの情報容量 ):(),:(),:(),:( 2121 ηϕηϕηϕηϕ CCkkCkkC ><><><><  
 
本章では，4つの情報容量 ):(),:(),:(),:( 2121 ηϕηϕηϕηϕ CCkkCkkC ><><><>< を定義し，その意

味を検討する． 
 
4.1 各 ),,2,1( nkk L=><ϕ の直和直交分解 
付録Tの定理T1を適用すれば，ヒルベルト空間 >< kR3 で適用すれば， 

[ ]
[ ] ><⋅

><><
><><

>≡< k
kk
kkk η

ηη
ηϕϕη ,
,  （4.1） 

は， >< kϕ の内に含まれる最大の >< kη 成分である．また， 

[ ]
[ ] ><⋅

><><
><><

−><>≡<¬ k
kk
kkkk η

ηη
ηϕϕϕ η ,
,  （4.2） 

はこの最大の >< kη 成分 >< kηϕ をから取り除いて得られる成分である． 
直交性 
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0],[ =><>< ¬ kk ηη ϕϕ  （4.3） 
が成り立っているが，それ故，各 ),,2,1( nkk L=><ϕ の直和分解 

nkkkk ,,2,1], L=><+><>=< ¬ηη ϕϕϕ  （4.4） 
は直交分解である． 
 
4.2 4つの包含情報量 ):(),:( 21 ><><><>< kkCkkC ηϕηϕ ， ):(),:( 21 ηϕηϕ CC の定義 
先ず， ):(),:( 21 ><><><>< kkCkkC ηϕηϕ を 

><

><
≡><><

¬ k
k

kkC e
ηϕ

ϕ
ηϕ log):(1  （4.5） 

><

><
≡><><

k
k

kkC e
ηϕ
ϕ

ηϕ log):(2  （4.6） 

と定義する． ):(),:( 21 ><><><>< kkCkkC ηϕηϕ は各々，パターン >< kϕ の中にパターン >< kη
が含まれている程度，含まれていない程度を表す情報量 （包含情報量 ）である．次に，

):(),:( 21 ηϕηϕ CC を 

∑
=

><><≡
n

k

kkCC
1

11 ):():( ηϕηϕ  （4.7） 

∑
=

><><≡
n

k

kkCC
1

22 ):():( ηϕηϕ  （4.8） 

と定義する． ):(),:( 21 ηϕηϕ CC は各々，式（1.15）のパターン ⊥
=

+><=∑ ϕϕϕ k
n

k 1

の中にパターン

⊥
=

+><=∑ ηηη k
n

k 1

が含まれている程度，含まれていない程度を表す情報量である． 

 
4.3 ):(),:( 21 ><><><>< kkCkkC ηϕηϕ ， ):(),:( 21 ηϕηϕ CC の再表現 
式（3.15）の2つの3次元実数ベクトル kk dc

rr
, に注目する． kc

r
から kd

r
へ向かう間の角を )()0( πθ ≤≤ k と

すると（式（3.18）を参照），付録Sの定理S1を適用すれば， 

k
ekkC

θ
ηϕ

sin
1log):(1 =><><  （4.9） 

k
ekkC

θ
ηϕ

cos
1log):(2 =><><  （4.10） 

が成り立つ．2式（4.9），（4.10）の ):(),:( 21 ><><><>< kkCkkC ηϕηϕ は，Hを内積 [ ]><>< kk ηϕ , ，

ノルム >< kϕ を持つ3次元ヒルベルト空間 >< kR3 にとれば，2式（S.5），（S.6）からわかるように，

各々， ):(),:( ><><′′><><′ kkCkkC ηϕηϕ に一致することがわかる．また，2式（4.14），（U.11）か
らわかるように，式（4.9）の ):(1 ><>< kkC ηϕ は，Hを >< kR3 にとり，式（U.11）の ),( ψTTI ϕ におい

て， ψTT ,ϕ の代りに各々， ψ,ϕ を考えた 

( ) ],1[log
2
1),(

2

ψ

ψ
ψ

⋅
−⋅−≡

ϕ
ϕϕ eI  

に注目すれば，包含情報量 ),( ><>< kkI ηϕ に一致する量である． 
付録Sの定理S1の系1を適用すれば，等式 
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[ ] [ ] 1:(2exp:(2exp 21 =><><⋅−+><><⋅− kkCkkC ηϕηϕ  （4.11） 
が成り立つ．また， ):(),:( 21 ηϕηϕ CC は4式（4.7）～（4.10）より， 

k

n

k

eC
θ

ηϕ
sin

1log):(

1

1

=
Π

=  （4.12） 

k

n

k

eC
θ

ηϕ
cos

1log):(

1

2

=
Π

=  （4.13） 

と再表現される．付録Sの系2より， ):(),:( 21 ><><><>< kkCkkC ηϕηϕ は，具体的に 

]],[1[log
2
1):(

2

1 ><⋅><
><><

−⋅−=><><
kk
kkkkC e ηϕ

ηϕηϕ  （4.14） 

2

2
],[log

2
1):(

><⋅><
><><

⋅−≡><><
kk
kkkkC e ηϕ

ηϕηϕ  （4.15） 

と再表現される． ):(),:( 21 ><><><>< kkCkkC ηϕηϕ の代りに， ηϕ , の代りにそのモデル ηϕ TT , を

考えた包含情報量 

]
)()(

])(,)[(1[log
2
1))(:)((

2

1 ><⋅><
><><

−⋅−=><><
kTkT
kTkTkTkTC e ηϕ

ηϕηϕ  （4.16） 

2

2 )()(
])(,)[(log

2
1))(:)((

><⋅><
><><

⋅−≡><><
kTkT
kTkTkTkTC e ηϕ

ηϕηϕ  （4.17） 

が用いられることになる． 
 

4.4 情報容量 ):(1 ><>< kkC ηϕ の，規格化内積の絶対値
><⋅><
><><
kk
kk

ηϕ
ηϕ ],[

による級数展開 

定義域 1<x での，関数 )1(log
2
1)( xxf e −⋅−= の展開式 

∑
∞

=

⋅=−⋅−
12

1)1(log
2
1

n

n

e n
xx  for 1<x  （4.18） 

を使えば， 
n

n kk
kk

n
kkC

2

1
1

],[1
2
1):( ∑

∞

= ><⋅><
><><

⋅⋅=><><
ηϕ
ηϕηϕ  

]],[],[],[[
2
1

642

L+
><⋅><
><><

+
><⋅><
><><

+
><⋅><
><><

⋅=
kk
kk

kk
kk

kk
kk

ηϕ
ηϕ

ηϕ
ηϕ

ηϕ
ηϕ  （4.19） 

と展開される． 
 

4.5 情報容量 ):(1 ><>< kkC ηϕ の関数としての，規格化内積の絶対値
><⋅><
><><
kk
kk

ηϕ
ηϕ ],[  

0)1(log
2
1 2 ≥−⋅−= xy e ， 10 ≤≤ x  
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[ ] 0,12exp10 ≥≤−−=≤⇔ yyx  （4.20） 

が成り立っているから， 

[ ]):(2exp1],[
1 ><><⋅−−=

><⋅><
><>< kkC
kk
kk ηϕ

ηϕ
ηϕ  （4.21） 

が成り立つ． 
 
4.6 >< kϕ を >< kη の a 倍 （定数倍 ）で近似するとき，その誤差のノルムの自乗

2)( ><⋅−><≡ kakag ηϕ の，助変数 a を変えたときの最小値は外積のノルムの自乗

2
><⊗>< kk ηϕ の定数 [ ]),

1(
><><

=
kk ηη

倍である 

実数値変数 aの非負関数 
2)( ><⋅−><≡ kakag ηϕ  （4.22） 

は 
[ ]
[ ]><><

><><
=

kk
kka

ηη
ηϕ

,
,  （4.23） 

のとき，最小値 

[ ]
2

222 ,

><

><><−><⋅><

k

kkkk

η

ηϕηϕ
 

[ ]><><

><⊗><
=

kk
kk

ηη
ηϕ

,

2

 Q 式（3.19） （4.24） 

を持つ（付録Tの補助定理T1）． 
よって，実数値変数 ja の非負関数 

2
)()()( ><⋅−><≡ kTakTah jjjj ωϕ  （4.25） 

は 
[ ]
[ ]><><

><><
=

kTkT
kTkT

a
jj

j
j )(,)(

)(,)(
ωω
ωϕ

 （4.26） 

のとき，最小値 

[ ]
2

222

)(

)(,)()()(

><

><><−><⋅><

kT

kTkTkTkT

j

jj

ω

ωϕωϕ
 

[ ]><><

><⊗><
=

kTkT

kTkT

jj

j

)(,)(

)()(
2

ωω

ωϕ
 （4.27） 

を持つ． 
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5．想起作用素の各種構成 
 
本章では，直交・直和分解定理の応用として，各種の想起方法を研究しよう． 

 
5.1 パターンモデル >< kT )( ϕ の，内積・外積を用いた直交・直和分解 
次の定理5.1は，式（1.18）のパターンη に注目し，パターン Φ∈ϕ のパターンモデル Φ∈ϕT が，

>< kη に平行な成分 ><′ kT )( ϕ と， >< kη に垂直な成分 ><′′ kT )( ϕ の和に直交分解され得ることを

指摘したものである． 
［定理5.1］（パターンモデル >< kT )( ϕ の，内積・外積を用いた直交・直和分解定理） 

],)[(
],[

1)( ><><⋅><⋅
><><

>≡<′ kkTk
kk

kT ηϕη
ηη

ϕ  （5.1） 

}){(
],[

1)( ><⊗><⊗><⋅
><><

>≡<′′ kkTk
kk

kT ηϕη
ηη

ϕ  （5.2） 

とおけば，次の4性質①，②，③，④が成り立つ： 
①（直和分解性） 

><′′+><′>=< kTkTkT )()()( ϕϕϕ  （5.3） 
つまり， >< kT )( ϕ は，2つの直和成分 ><′ kT )( ϕ ， ><′′ kT )( ϕ に分解できる． 
②（ >< kη に平行（同相）な成分の抽出） 

],)[(],)[( ><><=><><′ kkTkkT ηϕηϕ  （5.4） 
つまり， >< kη に平行な， >< kT )( ϕ の成分が ><′ kT )( ϕ である． 
③（ >< kη に垂直（異相）な成分の抽出） 

0],)[( =><><′′ kkT ηϕ  （5.5） 
つまり， >< kη に垂直な， >< kT )( ϕ の成分が ><′′ kT )( ϕ である． 
④（直交分解性） 

0])(,)[( =><′′><′ kTkT ϕϕ  （5.6） 
つまり， >< kT )( ϕ の直和成分 ><′ kT )( ϕ は， >< kT )( ϕ の直和成分 ><′′ kT )( ϕ に直交する． 
（証明） 付録Oの定理O1において，パターン Φ∈ϕ の代りにそのパターンモデル Φ∈ϕT を考えたも

のである． □ 
 
5.2 同種想起1 
先ず，次の同種想起を提案する． 

>< kT )( ϕ を探り針（probe）として，1つのパターンモデル >< kT j )( ω に平行な成分 
])(,)[()( ><><⋅>< kTkTkT jj ωϕω  

: >< kT j )( ω の定数 ]))(,)[(( ><><= kTkT jωϕ 倍成分 （5.7） 
を想起（検索）すること（同種想起）を考えよう．ここに，定数 ])(,)[( ><>< kTkT jωϕ は， >< kT )( ϕ が

>< kT j )( ω と相関のある程度を表していることに注意する． 
先ず，定理5.1からわかるように，パターン Φ∈ϕ の代りにそのパターンモデル Φ∈ϕT を考え，パ

ターン Φ∈η の代りにパターンモデル Φ∈jTω を考えると，直交分解式 
,k∀ >=< kT )( ϕ  
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])(,)[()(
])(,)[

1
><><⋅><⋅

><><
kTkTkT

kTkT jj
jj

ωϕω
ωω

 

})(){()(
])(,)[

1
><⊗><⊗><⋅

><><
+ kTkTkT

kTkT jj
jj

ωϕω
ωω

 （5.8） 

が成り立ち，この直交分解式（5.8）の前半の成分 

])(,)[()(
])(,)[

1,)( ><><⋅><⋅
><><

>≡<′ kTkTkT
kTkT

jkT jj
jj

ωϕω
ωω

ϕ  （5.9） 

は， >< kT )( ϕ 内の， >< kT j )( ω に平行な（同相な）成分である． 
この成分 ><′ jkT ,)( ϕ を )~1( nk = にわたり総和して，作用素 jA′が 

∑
=

><><⋅><⋅
><><

≡′
n

k
jj

jj
j kTkTkT

kTkT
A

1

])(,)[()(
])(,)[

1 ωϕω
ωω

ϕ  （5.10） 

∑
=

><′=
n

k

jkT
1

;)( ϕ  （5.11） 

という具合に定義される．そうすると．カテゴリ番号集合 J のすべての部分集合 
J2∈γ （カテゴリ番号集合 J のすべての部分集合を要素とする集合） （5.12） 

を助変数とする作用素 )(γA′ が，式（）の jA′の， Jj 2)( ∈∈ γ にわたる総和として， 

∑
∈

′≡′
γ

ϕϕγ
j

jAA )( Φ∈ϕ,  （5.13） 

という具合に，定義される．パターンϕ の変換過程 
)()( ϕγϕ TTAT ′→ )}](){([ ϕγ TTAT ′≡  （5.14） 

が， ϕ を探り針（probe）として， jTω に平行している（ jTω に似ており， jTω と同質な）パターン

><′ jkT ;)( ϕ を想起した結果の， γ∈= jnk ,~1 にわたり総和したパターンのモデルである． 
ここで，直交分解式（5.8）の後半の成分 

})(){()(
])(,)[

1;)( ><⊗><⊗><⋅
><><

>≡<′′ kTkTkT
kTkT

jkT jj
jj

ωϕω
ωω

ϕ  

 （5.15） 
をも導入し，定理5.1を適用すると，以下が成り立つ： 
平行性 

])(,)[(])(,;)[( ><><=><><′ kTkTkTjkT jj ωϕωϕ  （5.16） 
と，直交性 

0])(,;)[( =><><′′ kTjkT jωϕ  （5.17） 
が成り立ち， >< kT )( ϕ の直交・直交分解 

><′′+><′>=< jkTjkTkT ;)(;)()( ϕϕϕ  （5.18） 
が成り立つ．ここに， >< kT )( ϕ の2成分の直交性 

0];)(,;)[( =><′′><′ jkTjkT ϕϕ  （5.19） 
が成り立っている． 
 
5.3 多段階想起変換 
予め，十分小さい正数 ε を決めておく．パターンϕ の，式（5.14）の変換過程が安定した結果 

εωϕγγ <−′∈∃ )()()(, jTTTATj  （5.20） 
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をもたらすことが望ましい．この場合，ϕ を探り針として，ある jTω に平行している（ jTω に似てお

り， jTω と同質な）パターン（同種パターン）を想起することが成功したことになる． 
もし，安定した結果式（5.20）をもたらさない時には，次の多段階パターン想起変換を考える必要

がある： 
ϕϕϕ T≡→ 0 01 )( ϕγϕ TAT ′≡→ 12 )( ϕγϕ TAT ′≡→ 23 )( ϕγϕ TAT ′≡→  

tt TAT ϕγϕ )(1 ′≡→ +  （5.21） 
 □ 

ここに，予め，決めておいた十分小さい正数 ε ′ について，式（5.21）の多段階パターン想起変換過

程における最終想起段階番号 t)1( ≤ は，不動点方程式 
εϕϕ ′<−+ tt 1  （5.22） 

を満たしていなければならない．もし，不動点方程式（5.22）を満たすが， 
εωϕγ <−∈∃ jt Tj ,  （5.23） 

を満たさなければ，ϕ を探り針として，ある jTω に同種なパターンを想起することが失敗したこと

になる． 
 
5.4 異種想起1 
次に，簡単な異種想起を提案する． 
先ず，同種想起式（5.10）の ϕjA′ 内の式（5.9）の，想起される成分 ><′ jkT ;)( ϕ は， >< kT )( ϕ の直

交・直交分解式（5.18）からわかるように， >< kT )( ϕ に潜む >< kT j )( ω に平行な最大の成分であるこ

とに注意する． 
>< kT )( ϕ を探り針として， 1つのパターンモデル >< kT j )( ω に直交する式 （ 5.15 ）の成分

><′′ jkT ;)( ϕ を想起（検索）することを考えよう．想起されるべき内容 ><′′ jkT ;)( ϕ は，直交式（5.17）
からわかるように， >< kT j )( ω に直交しているから， >< kT j )( ω に異種の内容である．然も，

>< kT )( ϕ の直交・直交分解式（5.18）からわかるように，想起されるべき内容 ><′′ jkT ;)( ϕ は，

>< kT )( ϕ に潜む >< kT j )( ω に直交する最大の成分である． 
式（5.11）の ϕjA′ ，式（5.13）の ϕγ )(A′ に対応して，理想的には，つまり，上首尾に想起された場合に

は， >< kT )( ϕ 内の， >< kT j )( ω に垂直な最大の成分 ><′′ jkT ;)( ϕ が想起されるために，2つの作用

素 

∑
=

><′′≡′′
n

k
j jkTA

1

;)( ϕϕ Φ∈ϕ,  （5.24） 

∑
∈

′′≡′′
γ

ϕϕγ
j

jAA )( Φ∈ϕ,  （5.25） 

を考えよう．パターンϕ の，式（5.14）の変換過程に対応して，変換過程 
)()( ϕγϕ TTAT ′′→ )}](){([ ϕγ TTAT ′′≡  （5.26） 

を導入すれば，この過程は，ϕ を探り針として， jTω に垂直な（ jTω に相違しており， jTω と異質な

パターン ><′′ jkT ;)( ϕ を想起した結果の， γ∈= jnk ,~1 にわたり総和したパターンである． 
次の定理5.2は，同種想起結果 ϕγ )(A′ ，異種想起結果 ϕγ )(A′′ の和が，パターンモデルから直交雑

音を取り除いて得られる ⊥− )( ϕϕ TT の定数倍になることを明らかに明らかにしたものである． 
［定理5.2］（直交・直和分解定理1） 

,2, J∈∀Φ∈∀ γϕ  
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 0],)[(},3,,2,1{,)( =∈∀∃ ⊥⊥ lLl ψϕϕ TnT  （5.27） 

 such that ])()([1)( ϕγϕγ
γ

ϕϕ AATT ′′+′⋅=− ⊥  （5.28） 

（証明） 

∑
=

><=′′+′∈∀
n

k
jj kTAAJj

1

)(, ϕϕϕ  Q 式（5.18） （5.29） 

⊥−= )( ϕϕ TT  Q 式（1.15） （5.30） 
∴ ⊥⋅−⋅=′′+′ )()()( ϕγϕγϕγϕγ TTAA  （5.31） 
 □ 

式（5.20）の安定な同種想起結果に対応して， 
εωϕγγ <′′∈∃ |]),()([|, jTTTATj  （5.32） 

が成立すれば， )()( ϕγ TTAT ′ は安定な異種想起結果である． 
尚，式（5.20）の安定な同種想起結果の代りに， 

]1[)()(|]),()([|, εωϕγωϕγγ −⋅⋅′>′∈∃ jj TTTATTTTATj  （5.33） 
を採用できる． 
式（5.32）が成立した場合，ϕ を探り針として，ある jTω に垂直な（ jTω と異なっており， jTω と異

質な）パターン（異種パターン）を想起することが成功したことになる． 
もし，安定した結果式（5.32）をもたらさない時には，次の多段階パターン想起変換を考える必要

がある： 
ϕϕϕ T≡→ 0 01 )( ϕγϕ TAT ′′≡→ 12 )( ϕγϕ TAT ′′≡→ 23 )( ϕγϕ TAT ′′≡→  

121 )()( +++ ′′≡→′′≡→ tttt TATTAT ϕγϕϕγϕ  （5.34） 
 □ 

ここに，予め，決めておいた十分小さい正数 ε ′ について，式（5.34）の多段階パターン想起変換過

程における奇数の最終想起段階番号 t)1( ≤ は，不動点方程式 
εϕϕ ′<−+ tt 1  （5.35） 

を満たしていなければならない．もし，不動点方程式（5.35）を満たすが， 
εωϕγ <∈∃ ],[, jt Tj  （5.36） 

を満たさなければ，ϕ を探り針として，ある jTω に異種のパターンを想起することが失敗したこと

になる． 
 
5.5 異種想起2 
式（5.10）の jA′，式（5.13）の )(γA′ などを同種想起作用素，或いは同種検索作用素という．同様に，

式（5.24）の jA ′′ ，式（5.25）の )(γA′′ などを同種想起作用素，或いは同種検索作用素という． 
本節では， >< kT )( ϕ を検索針として，2つのパターンモデル >< kT i )( ω ， >< kT j )( ω の張る平面

内にあり，且つ，直交関係 

0]
)(
)(,,:[ 1 =

><
><

><
kT
kTjikA

ϕ
ϕϕ  （5.37） 

が成り立つという意味で， >< kT )( ϕ にも垂直な成分 ϕ>< jikA ,:1 を想起してみよう． 
ϕ>< jikA ,:1 は次のように表わされる： 
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)
)(
)(

)(
)((

)(
)(,:1

><

><
⊗

><
><

⊗
><
><

≡><
kT
kT

kT
kT

kT
kTjikA

j

j

i

i

ω

ω
ω
ω

ϕ
ϕϕ  （5.38） 

><

><
⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

><
><

><
><

−
><
><

⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

><

><

><
><

=
kT
kT

kT
kT

kT
kT

kT
kT

kT
kT

kT
kT

j

j

i

i

i

i

j

j

)(
)(

)(
)(,

)(
)(

)(
)(

)(
)(

,
)(
)(

ω

ω
ω
ω

ϕ
ϕ

ω
ω

ω

ω
ϕ
ϕ  

    Q 付録Nの定理N1 （5.39） 
 □ 

（1#） 0]
)(
)(,

)(
)([ →

><
><

><
><

kT
kT

kT
kT

i

i

ω
ω

ϕ
ϕ  （5.40） 

であれば， 

→>< ϕjikA ,:1 ><
><

⋅
><

><

><
><

kT
kT

kT
kT

kT
kT

i

i

j

j

)(
)(]

)(
)(

,
)(
)([

ω
ω

ω

ω
ϕ
ϕ  （5.41） 

即ち， 
パターン ϕ が iω に相違しており，かつ， jω に似ていれば， ϕ が入力された >< jikA ,:1 は

><
><
kT
kT

i

i

)(
)(

ω
ω

に近いパターンを想起するといえる． 

（2#） 0]
)(
)(

,
)(
)([ →

><

><

><
><

kT
kT

kT
kT

j

j

ω
ω

ϕ
ϕ  （5.42） 

であれば， 

→>< ϕjikA ,:1 ><

><
⋅

><
><

><
><

−
kT
kT

kT
kT

kT
kT

j

j

i

i

)(
)(

]
)(
)(,

)(
)([

ω
ω

ω
ω

ϕ
ϕ  （5.43） 

即ち， 
パターン ϕ が jω に相違しており，かつ， iω に似ていれば， ϕ が入力された >< jikA ,:1 は

><

><
−

kT
kT

j

j

)(
)(

ω

ω
に近いパターンを想起するといえる． □ 

その後，2つの異種想起作用素 ϕ>< jiA ,1 ， ϕμγ ),(1A を 
ϕ>< jiA ,1  

ϕ∑
=

><≡
n

k

jikA
1

1 ,:  （5.44） 

∑∑
∈ ∈

><≡
γ μ

ϕϕμγ
i j

jiAA ,),( 11  （5.45） 

と定義する． 
上記の（1#）からわかるように， 
パターンϕ に相違している複数個の )( γω ∈ll の内，ϕ に極めて相違している唯1つの )( γω ∈ii があ

り，かつ， ϕ に極めて似ている唯1つの )( μω ∈jj があれば， ϕ が入力された >< jikA ,:1 は

><
><
kT
kT

i

i

)(
)(

ω
ω

に近いパターンを想起し，よって， 

ϕ>< jiA ,1 ≈ ∑
=

n

k 1 ><
><
kT
kT

i

i

)(
)(

ω
ω  （5.46） 

を得， >< μγ ,1A は 
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>< μγ ,1A ≈><≈ ϕϕ jiA ,1 ∑
=

n

k 1 ><
><
kT
kT

i

i

)(
)(

ω
ω  （5.47） 

という具合に， 

∑
=

n

k 1 ><
><
kT
kT

i

i

)(
)(

ω
ω

⋅=
iTω

1 ∑
=

n

k 1

><⋅
><

kT
kT

T
i

i

i )(
)(

ω
ω

ω
 （5.48） 

に近いパターンを想起するといえる．3式（1.12），（1.15），（3.5）から， 

∑
=

⊥+><=
n

k
iii TkTT

1

)()( ωωω  such that 0),)[((},3,,2,1{ =∈∀ ⊥ lLl ψϕTn  （5.49） 

が成立していることに注意しておく． 
 
5.6 異種想起3 

>< kT )( ϕ を検索針として，2つのパターンモデル >< kT i )( ω ，パターンモデル >< kT j )( ω の張る

平面に 
[ ] 0)(,,:2 =><>< kTjikA iω  （5.50） 
[ ] 0)(,,:2 =><>< kTjikA jω  （5.51） 

という具合に，直交する成分 ϕ>< jikA ,;2 を想起することを考えよう． 
2式（3.47），（3.48）を適用して，パターンϕ が入力された異種想起作用素からの出力 ϕ>< jikA ,:2

を 
ϕ>< jikA ,:2  

⋅><⊗><⋅
><⊗><

≡ ))()((
|)()|

1
2 kTkT

kTkT ji
ji

ωω
ωω

 

    ])()(,)[( ><⊗><>< kTkTkT ji ωωϕ  （5.52） 

と定義する． ϕ>< jikA ,:2 は2つのパターンモデル ><>< kTkT ji )(,)( ωω に異種のパターンを想起す

る機能を備えている． 
2つの異種想起作用素 ϕ>< jiA ,2 ， ϕμγ ),(2A を， 

∑
=

><≡><
n

k

jikAjiA
1

22 ,:, ϕϕ  （5.53） 

∑∑
∈ ∈

><≡
γ μ

ϕϕμγ
i j

jiAA ,),( 22  （5.54） 

と定義する． 
不等式 

|])()(,)[(|}{},{ ><⊗><><−∈∀−∈∀ kTkTkTjqip qp ωωϕμγ  
])()(,)[( ><⊗><><<< kTkTkT ji ωωϕ  （5.56） 

を満たす2つのカテゴリ番号 μγ ∈∈ ji , が存在すれば， 
≈ϕμγ ),(2A ϕ>< jikA ,:2  （5.57） 

が成り立つ． 
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6．パターン認識法と，情報容量を用いたaxiom 2を満たす類似度関数 SM の構成 
 
本章では，簡単な単段階パターン認識法が説明され，その後，単段階パターン認識法を改良した

多 段 階 パ タ ー ン 認 識 法 を 採 用 し て い る ， S.Suzuki の パ タ ー ン 認 識 シ ス テ ム

RECOGNITRON >Φ=< BSCSMTB ,,, が説明される．最後に，1つのカテゴリに複数個の代表パターン

がある場合の，axiom 2を満たす類似度関数 SM を，4式（4.16），（4.17），（4.7），（4.8）の情報容量を

大局化して用い，構成する． 
 
6.1 簡単な単段階パターン認識法 
6.1.1 認識方法1 
認識方法1として，簡単な単段階類似度法としては，次の単段階相関法がある： 

Ji
TT
TTi

i

i ∈+≤
⋅

=≤− ,1],[)(cos1
ωϕ
ωϕθ  （6.1） 

の内，最も大きいカテゴリ番号 Jj∈ を選んで， 
パターンϕ は第 Jj∈ 番目のカテゴリC j に帰属する （6.2） 

と認識する．ここに， ))(()0( πθ ≤≤ i は ϕT から iTω へ向う間の角である．このとき，単段階パターン

変換過程 

jTT ωϕϕ →→)(  （6.3） 
が生じていると考えられ，パターンϕ は第 Jj∈ 番目のカテゴリC j の代表パターン jω のモデル jTω
に再生されると考えられる． □ 
 
6.1.2 認識方法2 
次に，認識方法2として，次の単段階相違度法を説明しよう： 

Ji
TT
TTi

i

i ∈≤
⋅

−=≤ ,1],[1)(sin0
2

ωϕ
ωϕ

θ  （6.4） 

の内，最も小さいカテゴリ番号 Jj∈ を選んで，式（6.2）の如く，認識する．このとき，単段階パ

ターン変換過程式（6.3）が生じていると考えられ，パターンϕ は第 Jj∈ 番目のカテゴリC j の代表パ

ターン jω のモデル jTω に再生されると考えられる． □ 
等式 

1)(sin)(cos 22 =+ ii θθ  （6.5） 
が成立している故に，認識法1，2で決まる認識カテゴリ番号は一致し，同一認識性能をもたらすこ

とになる． 
 
6.1.3 認識方法3 
最後に，認識方法3として，式（R1.13）の，axiom 2を満たす類似度関数 SM を用いた簡単な単段階

認識法としての，最大類似度法を説明する： 
JiSM j ∈+≤≤ ,1),(0 ωϕ  （6.6） 

の内，最も大きいカテゴリ番号 Jj∈ を選んで，式（6.2）の如く，認識する．ここに， ),( iSM ωϕ はϕ
が iω と似ている程度を計量した類似度である． 
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),(),(,, ii SMTSMJi ωϕωϕϕ =∈∀Φ∈∀  Q axiom 2，（ⅲ） （6.7） 
が成立している．よって，このとき，これまで構成された式（R1.13）の，axiom 2を満たす類似度関数

SM については，式（Q.4）の全代表パターン集合Ω についての −T 不変性 
),(),(,, ii SMTSMJi ωϕωϕϕ =∈∀Φ∈∀  （6.8） 

が成立しているので，単段階パターン変換過程式（6.3）が生じていると考えられ，パターンϕ は第

Jj∈ 番目のカテゴリC j の代表パターン jω のモデル jTω に再生されると考えられる． □ 
以下，上述の最大類似度法に必要な式（R1.13）の類似度関数 SM を情報容量を使って構成する方法

を研究する．その前に式（R1.13）の類似度関数 SM を使い多段階パターン変換過程を生成し認識を行

う認識システムRECOGNITRONを次節で説明しておこう．RECOGNITRONは，実質，多段階（にわ

たり，各段階で最大類似度を生じさせようとする）最大類似度法を採用しているといえる． 
 
6.2 axiom 2を満たす類似度関数 SM を用いた多段階認識法を採用した認識システム

RECOGNITRON 
付録Qでは，RECOGNITRONの説明がなされており，付録Rでは，RECOGNITRONの動作について

更に詳細に説明されている． 
式（Q.3）のT ，式（R1.13）の SM ，式（R1.14）の BSC を用いて，式（Q.2）のパターン集合Φ を認識す

る式（Q.1）の 
RECOGNITRON >Φ=< BSCSMTB ,,,  （6.9） 

を構成する． 
パターン )0( tss ≤≤ψ の多段階変換過程式（R1.1），或いは，このパターン変換過程（R1.1）を前半に

持つカテゴリ帰属知識 )0(, tsss ≤≤>< λψ の多段階変換過程式（R2.5）が，RECOGNITRONの認識過程

である．6.1.3の単段階認識法としての，最大類似度法を多段階化したものである． 
認識システムRECOGNITRONは，認識結果式（6.2）を得る形で，認識断定することができる．それ

のみならず，認識システムRECOGNITRONは， 
入力パターンϕ を整形し復元した結果は jTω である（連想・想起の結果） （6.10） 

という具合に，連想断定することができる．この式（6.10）からは，認識システムRECOGNITRONは， 
入力パターンϕ に似ているパターンの集まりの表象は jTω である （6.11） 

という帰納学習経験をした，ということができる． 
認識システムRECOGNITRONは，連想形認識方程式（R2.4）の最小不動点解 >< tt λ,ψ を求める形式

で，カテゴリ帰属知識の多段階変換過程式（R2.5）に示されているように，初期状態のカテゴリ帰属

知識 >Φ>∈<< JT 2,,γϕ を多段階にわたり次第に変換して行き，付録RのR1.5節での，通常の )#1( の

場合，最終的に >Φ>∈<< J
j jT 2,][,ω に到達したとき，入力パターン Φ∈ϕ の連想形認識（多段階帰納

推理によるパターン認識）が終了する．この通常の )#1( の場合，RECOGNITRONは， 
入力パターン Φ∈ϕ は Φ∈jTω に再生され，第 Jj∈ 番目のカテゴリC j に帰属する （6.12） 

という連想形認識結果（a result of associative recognition）を出力するこになる． 
 
6.3 複数個の代表パターンを用意しての，axiom 2を満たす類似度関数 SM の構成 
全カテゴリ集合 

C {)( =J C j }| Jj∈  （6.13） 
内の 1つの各カテゴリC j に複数個の代表パターンを用意し，式 （ 6.9 ）の RECOGNITRON 
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>Φ=< BSCSMTB ,,, 内の第2番目の構成要素である式（R1.13）の，axiom 2を満たす類似度関数 SM が4
式（4.16），（4.17），（4.7），（4.8）の情報容量を用い，構成される． 
この際， 

原パターン Φ∈ϕ の代りに，原パターンϕ と同じ感性を与えるそのパターンモデル ϕT を使っ

て，このモデル ϕT と記憶しているパターン Ω∈ω のモデル ωT との違いを測る 
ことが重要である．何故ならば，パターンモデル ϕT とは現実のパターンϕ から個別的な変形を取り

除き，ϕ を可能な限りの単純さで，認識の働きが誤認識しないように写しとっているようなもので

あるからである． 
1つのカテゴリに複数個の代表パターンがある場合に，axiom 2を満たす類似度関数 SM を構成す

るには： 
本来の，式（Q.4）の代表パターン集合 }|{ Jjj ∈=Ω ω 内の第 Jj∈ 番目の要素 jω は，式（6.13）内の第

Jj∈ 番目のカテゴリC j の持つ諸性質を典型的に備えている代表パターンである．ここで，第

Jj∈ 番目のカテゴリC j の代表パターン集合を 
)}(,,2,1|{ jnk

kjj L==Ω ω  （6.14） 
とする．但し，各 jΩ )( Jj∈ は，2性質 

,Jj∈∀ jj Ω∈ω （帰属性） （6.15） 
φ=Ω∩Ω−∈∀∈∀ jiiJjJi },{, （非交差性） 

を満たすものでなければならない． 
分離条件 

},{, iJjJi −∈∀∈∀ 0minmin
)(,,2,1)(,,2,1

>−
== lLlL

jkijnink
TT ωω  （6.16） 

の下で，2式（4.7），（4.14）の情報容量 ):(1 ηϕC ， ):(1 ><>< kkC ηϕ を考慮し，大局的な情報容量 

]],[1[log
2
1):(

2

1 ηϕ
ηϕηϕ
⋅

−⋅−≡ eglobalC  （6.17） 

を定義した後， 

globalkjjnkj TTCs ),(max)( 1)(,,2,1
ωϕϕ

L=
≡  （6.18） 

を定義する． 
式（R1.13）の類似度関数 SM というものが満足しなければならない付録Iのaxiom 2［B3］，［B4］が

S.Suzukiにより提案されている．このとき，次の定理6.1が成り立ち，情報容量 ):(1 ηϕC を使い，複数

個の代表パターンを用意した場合，axiom 2を満たす類似度関数 SM が構成されたことがわかる． 
［定理6.1］（情報容量 ):(1 ηϕC を使い，複数個の代表パターンを用意しての，axiom 2を満たす類似

度関数 SM の構成定理） 
分離条件式（6.16）の下で， 

=),( jSM ωϕ  

 
∑
∈Jk

k

j

s
s

)(
)(
ϕ

ϕ
0)( >∑

∈Jk
ks ϕL のとき 

 (p C )j 0)( =∑
∈Jk

ks ϕL のとき 

 （6.19） 
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と定義された式（R1.13）の関数 SM は上述のaxiom 2を満たす． 
（証明） axiom 2，（ⅰ）の成立：式（6.18）の ))(( Jjs j ∈ϕ は，式（6.16）を考慮すれば， 

=≤ )(0 ijs ω  
ji =∞L のとき 
ji ≠∞< L のとき 

 （6.20） 
が成り立ち，これから明らか． 

axiom 2，（ⅱ）の成立： SM の定義式（6.18）から明らか． 
axiom 2，（ⅲ）の成立：SS理論［B3］，［B4］のaxiom 1，（ⅲ）の後半 TTT =⋅ より，式（6.18）の

))(( Jjs j ∈ϕ につき， 
)()(,, ϕϕϕ jj sTsJj =∈∀Φ∈∀  （6.21） 

が成立することから，明らか． □ 
 
6.4 axiom 2を満たす類似度関数 SM の一般化構成1 
前節の SM 構成法を一般化しよう． 

+R を非負実数全体の集合とする． 
2条件 

（1#） （ −0 不動点性，非負性） +∞<<=∞<<∀ )()0(0),0( sffss jj  （6.22） 
（2#） （発散性） +∞=

→∞
)(lim sf js

 （6.23） 
を満たす関数 

++ → RRf j :  （6.24） 
を用意する．式（6.18）の )(ϕjs の代りに， 

)),((max)( 1)(,,2,1 globalkjjjnkj TTCfs ωϕϕ
L=

≡  （6.25） 

を採用しても，定理6.1が成り立つことがわかる． 
上述の2条件（1＃），（2＃）を満たす非負実数値変数 sの非負実数値関数 )(sf j として，例えば， 

（1%） L,2,1,0,)( =>⋅= kasasf j
k

jj  （6.26） 
（2%） L,2,1,0,]},exp[]{exp[)( =>⋅−−⋅⋅= kbasbsbasf jj

k
j

k
jjj  （6.27） 

（3#） L,2,1,0,],1[log)( =>⋅+⋅= kbasbasf jj
k

jejj  （6.28） 
がある． 
 
6.5 パターン Φ∈ϕ が他のカテゴリC }{, jJii −∈ を表していなければいないほど，着目してい

るカテゴリC jを表している程度が大きくなる量 )(ϕjl を用いた類似度関数 SM の構成 
パターンが他のカテゴリを表していなければいないほど，そのパターンが自分のカテゴリを表し

ていると想定するのは．axiom 2を満たす類似度関数 SM の構成がたやすくなり，魅力的である． 
本節では，パターン Φ∈ϕ が他のカテゴリC }{, jJii −∈ を表していなければいないほど，着目して

いるカテゴリC j を表している程度が大きくなる量 )(ϕjl を使って，1つのカテゴリに複数個の代表

パターンを用意した場合に，axiom 2を満たす式（R1.13）の類似度関数 SM の1例が構成される． 
分離条件式（6.16）の下で，2式（4.8），（4.15）の情報容量 ):(2 ηϕC ， ):(2 ><>< kkC ηϕ を考慮し，大

局的な情報容量 
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2

2
],[log

2
1):(

ηϕ
ηϕηϕ
⋅

⋅−≡ eglobalC  （6.29） 

を定義した後， 

):(minmin)( 2~1}{ kinkjJij TTC
i

ωϕϕ
=−∈

≡l  （6.30） 

を導入する． 
着目しているカテゴリ番号 Jj∈ を固定すると， )(ϕjl は他のすべてのカテゴリC }{, jJii −∈ との

相違性の程度の最小値を表しており，この相違の程度の最小値が，処理の対象とするパターン

Φ∈ϕ が着目しているカテゴリC j に帰属している程度と想定していることになる．他のカテゴリを

表していなければいないほど，着目しているカテゴリを表している程度が大きくなると考えている

わけである． 
このとき， 

0)(, >∈∀ jjJj ωl  （6.31） 
0)( =⇒∈≠ ijJji ωl  （6.32） 

が成立する．各 ))(( Jjs j ∈ϕ を， 

)(
)(

)(
jj

j
js ω

ϕ
ϕ

l

l
≡  （6.33） 

と定義する． 
このとき，次の定理6.2が成立し，axiom 2を満たす式（R1.13）の類似度関数 SM が構成されたこと

がわかる． 
［定理6.2］（類似度関数 SM の構成定理） 

≡),( jSM ωϕ  

 0)(
)(

)(
>∑∑ ∈

∈
Jk

k

Jk
k

j s
s
s

ϕ
ϕ

ϕ
L のとき 

 (p C )j ∑
∈

=
Jk

ks 0)(ϕL のとき 

 （6.34） 
と定義される式（R1.13）の関数 SM は付録Iのaxiom 2を満たす． 
（証明） axiom 2，（ⅰ）の成立：式（6.33）の ))(( Jjs j ∈ϕ は，2式（6.31），（6.32）から， 

=)( ijs ω  
ji =L1 のとき 
ji ≠L0 のとき 

 （6.35） 
が成り立ち，これから明らか． 

axiom 2，（ⅱ）の成立： SM の定義式（6.34）から明らか． 
axiom 2，（ⅲ）の成立：axiom 1，（ⅲ）の後半 TTT =⋅ より， 

)()(,, ϕϕϕ jj TJj ll =∈∀Φ∈∀  （6.36） 
が成立すことから，明らか． □ 
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6.6 axiom 2を満たす類似度関数 SM の一般化構成2 
前節の SM 構成法を一般化しよう． 

+R を非負実数全体の集合とする．2条件 
（1&） （ −0 不動点性） +∞<<=<≤∀ )()0(0),10( sffss jj  （6.37） 
（2&） （ −1 不動点性） 1)(lim

1
=

→
sf js

 （6.38） 
を満たす関数 

+→≤≤ Rssf j }10|{:  （6.39） 
を用意する．式（6.30）の )(ϕjl の代りに， 

)
)(
)(

()(
jj

j
jj fs

ω
ϕ

ϕ
l

l
≡  （6.40） 

を採用しても，定理6.2が成り立つことがわかる． 
上述の2条件（1&），（2&）満たす非負実数値変数 sの非負実数値関数 )(sf j として，例えば， 

（1*） L,2,1,)( == kssf k
j  （6.41） 

（2*） L,2,1,0,
)exp()exp(

)exp()exp(
)( =>

−−

⋅−−⋅
= ka

aa
sasa

sf j
jj

k
j

k
j

j  （6.42） 

（3*） L,2,1,0,
),1(log

)1(log
)( =>

+

⋅+
= ka

a
sa

sf j
je

k
je

j  （6.43） 
がある． 
 

7．結 び 
パターンからパターンを想起できるようなこれまでの単段階のパターン想起システムは，パター

ンからこのパターンに似た（このパターンに平行する）パターンを内積演算で想起する同種パターン

想起システムであって，パターンからこのパターンと異なっている（このパターンに直交する）パ

ターンを外積演算で想起する異種パターン想起システムではなかった．本論文では，パターンの表

現空間が無限次元空間であってもいい場合に，2つのパターンを含む平面に直交する外積パターンを

定義し，異種パターン想起システムを構築できるための基礎を確立した．本論文で提案された3つの

異種パターン想起は人工知能学では発展途上にある発想推論に役立つことが期待される． 
1つのパターンに今1つのパターンを蓄えることのできる，できない程度を2種類の情報量として計

量した情報容量を新しく提案され，この種の情報容量を大局化したものを利用し，SS理論でのaxiom 
2を満たすような，式（Q.1）の万能性認識システムRECOGNITRON >Φ=< BSCSMTB ,,, の4構成成分の

内の3番目の構成成分である類似度関数 SM を2種類，構成できた． 
パターンの，4次元以上の表現空間では，2つのパターンに直交するパターンの選び方には，任意

性があるので，2つのパターン ηϕ , に直交するパターンを外積パターン ηϕ ⊗ と定義するのは難しい． 

実ヒルベルト空間Hの商空間（パターンの表現空間）を外積演算 ><⊗>< kk ηϕ が定義可能な3次元

空間 ),,2,1(3 nkkR L=>< の，式（1.2）の直積 ><>><< nR n L213 として表現しなおし，本論文では，

∑
=

><⊗><≡⊗
n

k

kk
1

ηϕηϕ を定義し，この困難な問題を解決した． 

2つのパターン ηϕ, について，1次独立な系（基底） Lkk ∈}{ψ = n3,,2,1}{ Lll =ψ を用いて，式（1.25）の

><⊗>< kk ηϕ を用いて定義される式（1.26）の外積ψ ≡ ηϕ ⊗ ∑
=

><⊗><≡
n

k

kk
1

ηϕ に注目し，その基

礎としての外積の性質の解明と，その応用としての異種想起の構成論を展開したが，外積演算⊗ の
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更なる諸性質の解明と，更なる応用の展開を行うことが望まれる． 
尚，パターンϕ ∈Hの，1次独立な系（基底） Lkk ∈}{ψ = n3,,2,1}{ Lll =ψ を用いての，2式（3.3），（3.4）によ

る1次展開形式 

⊥
∈

+⋅=∑ ϕϕ ll
l

ψc
L

 

内の各1次結合係数 )( Lc ∈ll の求め方は，付録Bに説明されているが， 
（1#） 添え字 lの集合 Lは 3 の倍数からなる集合 }3,,3,13,23,4,3,2,1{ nkkk LL −− であること 
（2#） Lkk ∈}{ψ は必ずしも直交系である必要はないこと 

に注意しておかねばならない． 
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付録A．1次独立な系 Lkk ∈}{ψ を正規直交系 Lkk ∈′}{ψ に変換する方法 
 

1次独立な系 Lkk ∈}{ψ を正規直交系 Lkk ∈′}{ψ に変換する方法には，the Gram-Schmidt orthogonalization 
method（グラム-シュミットの直交化法）［A18］がある．内積 ),( ηϕ ，ノルム ( )ϕϕϕ ,= を導入して，

それは，次のように説明される． 
The Gram-Schmidt orthogonalization method（グラム-シュミットの直交化法） 
（1#） }3,2,1{=L のとき 
1次独立な系 },,{ 221 ψψψ から， 

0),( 21 =′′ψψ  （A.1） 
0),( 31 =′′ψψ  （A.2） 
0),( 32 =′′ ψψ  （A.3） 

1321 =′=′=′ ψψψ  （A.4） 
を満たす正規直交系 },,{ 221 ψψψ ′′′ は，次のように与えられる： 

1

1
1

ψ

ψ
ψ =′  （A.5） 

2

2
2

ψ

ψ
ψ

′′
′′

=′  where 11222 ,),( ψψψψψ ′⋅′−=′′  （A.6） 

3

3
3

ψ

ψ
ψ

′′
′′

=′  where 22311333 ,),(,),( ψψψψψψψψ ′⋅′−′⋅′−=′′  （A.7） 

 □ 
（2#） }3,13,23,,2,1{ nnnL −−= L の場合 

},,,,,,,{ 313234321 nnn ψψψψψψψ ′′′′′′′ −−L は，次のように求められる： 

1

1
1

ψ

ψ
ψ =′  （A.8） 

2

2
2

ψ

ψ
ψ

′′
′′

=′  where 11222 ,),( ψψψψψ ′⋅′−=′′  （A.9） 

    M  

k

k
k

ψ

ψ
ψ

′′
′′

=′  where ll
l

ψψψψψ ′⋅′−=′′ ∑
−

=

,),(
1

1
k

k

kk  （A.10） 

    M  

n

n
n

3

3
3

ψ

ψ
ψ

′′
′′

=′  where ll
l

ψψψψψ ′⋅′−=′′ ∑
−

=

,),(
13

1
33 k

n

nn  （A.11） 

 □ 
直交系は1次独立であるが，1次独立な系 { } Lkk ∈ψ を正規直交系 Lkk ∈′}{ψ として構成すると，便利であ

る． 
（付録A終わり） 
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付録B．パターンϕ の各1次結合係数 kc の求め方 
 
内積 ),( ηϕ ，ノルム ( )ϕϕϕ ,= を導入して，本付録Bでは，パターンの各1次結合係数 kc の求める

方法が説明される． 
可分なヒルベルト空間Hの元ϕ が，1次独立な系 { } Lkk ∈ψ を用いて， 

∈∃ ⊥ϕ H， 0),(, =∈∀ ⊥ kLk ψϕ such that ∑
∈

⊥+⋅=
Lk

kkc ϕϕ ψ  （B.1） 

と1次展開された時，各1次展開係数 kc は，最小自乗法を適用して，誤差 

∑
∈

⊥ ⋅−=
Lk

kkc ψϕϕ  （B.2） 

のノルム ⊥ϕ の自乗
2

⊥ϕ を最小にするように求めることができる．結果は次の通りである： 
各1次展開係数 kc は，連立1次方程式 

( ) ( ) Lkc kk
L

∈=⋅∑
∈

,,, ψψψ ϕl
l

l  （B.3） 

の解として求まる．系 { } Lkk ∈ψ は1次独立であるから， 
( )kka ψψ ,ll

=  （B.4） 
を第 Lk∈ 行第 L∈l 列の要素とする行列 ( ) LkkaA

∈
=

ll , の行列式の値 )det(A は非零であるから，連立1次
方程式（B.3）の解 { } Lkkc ∈ は必ず，求まる． 
もし，1次独立な系 { } Lkk ∈ψ が 

( ) 0, =lψψk  if l≠k  （B.5） 
を満たすという意味で，直交系であるなら，各1次展開係数 Lkck ∈, は，連立1次方程式（B.3）の解と

して， 
( )
( ) Lkc

kk

k
k ∈= ,

,
,
ψψ

ψϕ  （B.6） 

と求まる．更に，1次独立な系 { } Lkk ∈ψ が， 
1, =∈∀ kLk ψ  （B.7） 

が成立するという意味で，正規直交系であるなら 
( ) Lkc kk ∈= ,,ψϕ  （B.8） 

と求まる． 
 □ 

（付録B終わり） 
 

付録C．離散コサイン変換DCT 
 

1より小さくない正整数 Nを選び，離散集合M を， 
}1,,2,1,0{ −= NM L  （C.1） 

とする．正値ルベーグ・スチィルチェス式測度 )(xdm を 
=)(xdm  

 1  if Mx∈  
 0  if Mx∉  
 （C.2） 
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と設定する．そうすると，内積 ( )ηϕ, ，ノルム ϕ は， 

∑∫
−

=

⋅=⋅=
1

0

)()()()()(),(
N

x
M

xxxxxdM ηϕηϕηϕ ，η はη の複素共役 （C.3） 

),( ϕϕϕ ≡  （C.4） 

である．集合 Lを 
}1,,2,1,0{ −=≡ NML L  （C.5） 

とおく．関数系 Lkk ∈}{ψ を 

N
x 1)(0 ≡ψ ， Mx∈  （C.6） 

}0{−∈Ll の時，
N

x
N

x
2

)12(cos2)( π⋅⋅+
⋅≡

l
lψ ， Mx∈  （C.7） 

 
と定義すれば，系 Lkk ∈}{ψ は1次独立な系であり，系 Lkk ∈}{ψ は 

（C1#） （正規直交性） =),( lψψk  
 1  if l=k  
 0  if l≠k  
 （C.8） 
（C2#） （完全性） 00),(, =⇒=∈∀ ϕϕ kLk ψ  （C.9） 

が成立するという意味で，完全な正規直交系である． 
パターンϕ の直交展開 

∑
∈

∈⋅=∈∀
Lk

kk MxxcxxdmML ),()(),(;(2 ψϕϕ  （C.10） 

が成り立つ．ここに，各1次展開係数 )( Lkck ∈ は，式（B.8）を適用して， 
),(, kkcLk ψϕ=∈∀  （C.11） 

と求められる．変換 
}|{}|)({ LkccMxx k ∈≡→∈=

r
ϕϕ  （C.12） 

は，ϕ の離散コサイン変換（discrete cosine transform）DCTと呼ばれ，変換 
}|)({}|{ MxxLkcc k ∈=→∈= ϕϕ

r
 （C.13） 

は，離散コサイン逆変換（inverse discrete cosine transform）IDCTと呼ばれる． 
（付録C終わり） 

 
付録D．1次独立な系 { } Lkk ∈ψ の例1（離散コサイン変換関数系） 

 
本付録Dでは，付録Cの離散コサイン変換を利用して，1次独立な系 

{ } { } KkknnnLkk ∈−−∈ ⊂≡ ψψψψψψψψψ },,,,,,,{ 313234321 L  （D.1） 
を構成する． 
直交系は1次独立であるから，1次独立な系 { } Kkk ∈ψ を正規直交系として構成する． 
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D1．線分上の1次独立な系 { } Kkk ∈ψ の例 
1より小さくない奇数 1≥N を選ぶ．線分 

}
2

1,,2,1,0|{ −
±±±==
NxxM L  （D.2） 

上のパターンϕ は 
}|)({ Mxx ∈= ϕϕ  （D.3） 

と表わされる．正値ルベーグ・スティルチェス式測度 )(xdm を 
=)(xdm  

 1  if Mx∈  
 0  if Mx∉  
 （D.4） 

とおくと，可分なヒルベルト空間H ))(;(2 xdmML= が導入される．η はη の複素共役であるとして，

内積 ),( ηϕ ，ノルム ϕ は 

∑∫
∈

⋅=⋅=
Mx

M
xxxxxdM )()()()()(),( ηϕηϕηϕ  

∑
−

−
−=

⋅=
2

1

2
1

)()(

N

Nx

xx ηϕ  （D.5） 

ノルム ( )ϕϕϕ ,=  （D.6） 

である．集合 K を 
},,2,1{ NK L=  （D.7） 

とおくと，1次独立な系 Kkk ∈}{ψ は， 

N
x 1)(1 ≡ψ ， Mx∈  （D.8） 

}1{−∈Kl の時，
N

Nx
N

x
2

)1()2(cos2)( π⋅−⋅+
⋅≡

l
lψ ， Mx∈  （D.9） 

と導入される．ここに， 

NxNx +=+
−

+ 21)
2

1(2  （D.10） 

であり，完全性と正規直交性が成立しており，1次独立な系 { } },,,{ 21 NKkk ψψψψ L=∈ は完全正規直交系

である． 
1次展開式（B.1）は，直交展開 

∑
∈

∈⋅=∈∀
Kk

kk MxxcxxdmML ),()()),(;(2 ψϕϕ  （D.11） 

となる．式（B.5）を適用して，各1次展開係数 kc は，式（B.8）を適用して， 
Kkc kk ∈= ),,( ψϕ  （D.12） 

と求められる． 
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D2．長方形上の1次独立な系 { } Lkk ∈ψ の例 
1より小さくない2つの奇数 1, 21 ≥NN を選ぶ．長方形 

}2,1,
2

1
,,2,1,0|,{ 21 =

−
±±±=>=<= j
N

xxxxM j
j L  （D.13） 

上のパターンϕ は 
},|),({ 2121 Mxxxxx >∈=<= ϕϕ  （D.14） 

と表わされる．正値ルベーグ・スティルチェス式測度 )(xdm を式（D.4）の如く置くと，可分なヒルベ

ルト空間H ))(;(2 xdmML= が導入される．η はη の複素共役であるとして，内積 ),( ηϕ ，は 

∑∫
∈

⋅=⋅=
Mx

M
xxxxxdM )()()()()(),( ηϕηϕηϕ  

),(),( 2121

2
1

2
1

2
1

2
1

2

2
2

1

1
1

xxxx

N

Nx

N

Nx

ηϕ ⋅= ∑∑
−

+

−
−=

−
+

−
−=

 （D.15） 

である．ノルム ϕ は式（D.6）の如く定義される．このとき，添え字の集合 Lを 
},,2,1{}3,13,23,,3,2,1{ NKnnnL LL ≡⊆−−=  （D.16） 

とする． 
さて， L,3,2,1,, 21 =kkk として，対 >< 21,kk と Kk∈ とは， 

11,1, 21 =>↔>=<< kkk  
21,2, 21 =>↔>=<< kkk  
32,1, 21 =>↔>=<< kkk  
41,3, 21 =>↔>=<< kkk  
52,2, 21 =>↔>=<< kkk  
63,1, 21 =>↔>=<< kkk  

    M  
 （D.17） 

などと対応付けるとしよう．そうすると，対 >< 21,kk と1対1対応の関係にある k は， 

2
2121

2
)1()2( kkkkkk +

−+⋅−+
=  （D.18） 

である．そうすると，正整数 Nは， 

=N 2
2121

2
)1()2( NNNNN
+

−+⋅−+  （D.19） 

となる．第 Lk∈ 番目の3角関数 ),()( 21 xxx kk ψψ = を 
)()(),()( 2121 21

xxxxx kkkk ψψψψ ==  （D.20） 
と定義する．ここに， )(),( 21 21

xx kk ψψ はD1章で定義されているDCT変換のコサイン関数である． 
そうすると，式（C.8）の正規直交性が成立しており， { } Kkk ∈ψ は正規直交系である． 
1次展開式（B.1）は，直交展開 

∑
∈

>∈=<⋅=∈∀
Kk

kk MxxxxxcxxdxdxML 212121212 ,),,(),(),;( ψϕϕ  （D.21） 

となる．式（B.7）を適用して，各1次展開係数 kc は，式（D.12）の如く求められる． 
（付録D終わり） 
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付録E．1次独立な系 { } Lkk ∈ψ の例2 
 
本付録Eでは，3角関数系をつかって，式（D.1）の1次独立な系を構成する． 
直交系は1次独立であるから，1次独立な系 { } Kkk ∈ψ を正規直交系として構成する． 

 
E1．線分上の1次独立な系 { } Lkk ∈ψ の例 
正定数 0>a を選ぶ．線分 

}|{ axaxM +<<−=  （E.1） 
上のパターンϕ は 

}|)({ axax +<<−= ϕϕ  （E.2） 
と表わされる． 
可分なヒルベルト空間H );(2 dxML= を導入する．η はη の複素共役であるとして，内積 ),( ηϕ ，

ノルム ϕ は 

内積 ∫
+

−

⋅=
a

a

xxdx )()(),( ηϕηϕ  （E.3） 

ノルム ( )ϕϕϕ ,=  （E.4） 
である． 
ここで， bは1 より小さくない正整数であるとして，1次独立な系である正規直交系 { } Lkk ∈ψ の添え

字の集合 Lを 
}3,13,23,,12,2,,2,1{ nnnkkL −−+≡ LL  （E.5） 

としよう．各 )( Lkk ∈ψ を 

a
x

2
1)(1 =ψ  

a
x

a
x πcos1)(2 ⋅=ψ  

a
x

a
x πsin1)(3 ⋅=ψ  

a
x

a
x π2cos1)(4 ⋅=ψ  

a
x

a
x π2sin1)(5 ⋅=ψ  

    M  

a
xk

a
xk

πcos1)(2 ⋅=ψ  

a
xk

a
xk

πsin1)(12 ⋅=+ψ  

    M  
 （E.6） 

と設定する．ここに，式（C.8）の正規直交性が成立しており， { } },,,,,{ 3132321 nnnLkk ψψψψψψ −−∈ = L は正規

直交系である． 
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直交展開となる1次展開式（B.1），つまり， 

∑
∈

⊥ ∈+⋅=∈∀
Lk

kk MxxxcxdxML ),()()(),;(2 ϕϕϕ ψ  （E.7） 

such that 0),(, =∈∀ ⊥ kLk ψϕ  （E.8） 
が成り立ち，各1次展開係数 kc は式（B.8）の如く，求まる． 

∞→n のとき， 0→⊥ϕ  （E.9） 
が成り立ち，1次独立な系 { } },2,1{ L∈kkψ は完全である． 
 
E2．長方形上の1次独立な系 { } Lkk ∈ψ の例 

2つの正定数 0, 21 >aa を選ぶ．長方形 
}2,1,|,{ 21 =+<<−>=<= jaxaxxxM jjj  （E.10） 

上のパターンϕ は 
},|),({ 22211121 axaaxaxx +<<−+<<−= ϕϕ  （E.11） 

と表わされる． 
可分なヒルベルト空間H );( 212 dxdxML= を導入する．η はη の複素共役であるとして，内積 ),( ηϕ

は 

内積 ∫∫
+

−−

⋅=
2

2

1

1

),(),(),( 212121

a

a

a

a

xxxxdxdx ηϕηϕ  （E.12） 

である．ノルム ϕ は，式（C.4）で定義される． 
さて， L,3,2,1,, 21 =kkk として，対 >< 21,kk と1対1対応の関係にある k は，式（D.18）の如く，与え

られる．このとき，添え字の集合 Lを 
}3,13,23,,2,1{ nnnLk −−=∈ L  （E.13） 

として，第 Lk∈ 番目の3角関数 ),()( 21 xxx kk ψψ = を式（D.20）の如く，定義する． 
ここに， )(),( 21 21

xx kk ψψ はE1章で定義されている3角関数である． 
そうすると，式（C.8）の正規直交性が成立しており， { } Lkk ∈ψ は正規直交系である． 
1次展開式（B.1）は，直交展開 

∑
∈

⊥ >∈=<+⋅=∈∀
Lk

kk MxxxxxxxcxxdxdxML 21212121212 ,),,(),(),(),;( ϕϕϕ ψ  

 （E.14） 
such that 0),(, =∈∀ ⊥ kLk ψϕ  （E.15） 

となる．各1次展開係数 kc は，式（B.8）の如く求められる．式（E.9）が成り立ち，1次独立な系

{ } },2,1{ L∈kkψ は完全である． 
（付録E終わり） 

 
付録F．文字列の関数（パターン）を処理するための，Walsh関数系 { } nkk 2,,2,1 L=ψ  
本付録Fでは，文字列に関する異種想起（発想推論）を実現するために，文字列の関数（パターン）を

処理できるWalsh関数系 { } nkk 2,,2,1 L=ψ が説明される． 
文字列を2値ベクトル 

>=< nxxxx ,,, 21 L ， ),,2,1}(1,0{ nixi L=∈  （F.1） 
に符号化することは，よく行われる． 
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文字列の関数，つまり，2値ベクトル >=< nxxxx ,,, 21 L の関数 
Zxxxx n ∈= ),,,()( 21 Lϕϕ （複素数全体の集合） （F.2） 

をパターンと考え，表面的には，文字列処理を行うことを考えよう． 
ヒルベルト空間H ),(2 dmML= を導入する．ここに， n 次元ユークリッド空間 nR の可測部分集合

M を， 
)},,2,1(10|,,,{ 21 nixxxxxM in LL =≤≤>=<⊇ （離散集合） （F.3） 

とし，正値ルベーグ・スティチェス式測度 )(xdm を 
=)(xdm  

 )},,2,1}(1,0{|,,,{
2
1

21 nixxxxxx inn LLL =∈>=<∈ のとき 

 )},,2,1}(1,0{|,,,{0 21 nixxxxxx in LLL =∈>=<∉ のとき 
 （F.4） 

と定義する． 
)(xη を )(xη の複素共役として，内積 ( )ηϕ, は， 

( ) ∫ ⋅≡
M

xxxdm )()()(, ηϕηϕ  

),,,(),,,(
2
1

2121

1

0

1

0

1

0 21

nn
xxx

n xxxxxx
n

LLL ηϕ ⋅⋅= ∑∑∑
===

 （F.5） 

と定義される．ノルム ϕ は式（C.4）のように定義される． 
式（D.1）のWalsh関数系 { }Lkψ の各成分 kψ は， 

i
nn

j
i

n
innjjjjjj xxxxx )21(

2

1),,,()( 121,,,,,, 2121
−Π⋅== =><>< LLL ψψ  （F.6） 

∑
−⋅= =

⋅
n

k
kk xj

n

1)1(
2

1  （F.7） 

のように定義される．この時， 
①（正規直交性） 

),,2,1)(1,0{,,,, 21 nkiiiii kn LL =∈>=< ， ),,2,1)(1,0{,,,, 21 nkjjjjj kn LL =∈>=<  （F.8） 
として， 

( )=jiψψ,  
 1  if ji =  
 0  if ji ≠  
 （F.9） 

②（完全性） 

∈∀ϕ H， ( )∑ ⋅=
i

ii ψψ,ϕϕ ， ),,2,1)(1,0{,,,, 21 nkiiiii kn LL =∈>=<  （F.10） 

が成り立つ． 
2進ベクトル 

),,2,1)(1,0{,,,, 21 nkjjjjj kn LL =∈>=<  （F.11） 
を，例えば， 

10,,0,0 =>⇔=< kj L  
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20,,0,1 =>⇔=< kj L  
30,,1,0 =>⇔=< kj L  

    M  
11,,0,0 +=>⇔=< nkj L  

20,,0,1,1 +=>⇔=< nkj L  
30,,1,1,0 +=>⇔=< nkj L  

    M  
121,1,,0,0 +=>⇔=< nkj L  
220,,,1,1,1 +=>⇔=< nkj L  

    M  
nkj 21,,1,1 =>⇔=< L  

 （F.12） 
と順序づければ良い．  

（付録F終わり） 
 

付録G．文字列の関数（パターン）を処理するための，奇遇関数系 { } nkk 2,,2,1 L=ψ  
 
上述の付録Fとは異なり，今1つの文字列処理のための完全正規直交系 { } nkk 2,,2,1 L=ψ を考えよう． 
文字列を式（F.1）の2値ベクトル >=< nxxxx ,,, 21 L ， ),,2,1}(1,0{ nixi L=∈ に符号化することは，よく

行われる．2値ベクトル >=< nxxxx ,,, 21 L の，式（F.2）の関数（文字列の関数）ϕ をパターンと考え，裏

面ではパターンの処理となるが，表面的には，文字列の処理を行なっているように見えることをSS
理論で実現しよう． 
n次元ユークリッド空間 nR の可測部分集合M を式（F.3）の如く設定し，更に，正値ルベーグ・ス

ティチェス式測度 )(xdm を式（F.4）の如く定義し，ヒルベルト空間H ),(2 dmML= を導入する． 
)(xη を )(xη の複素共役として，内積 ( )ηϕ, は式（F.5）の如く定義され，ノルム ϕ は式（C.4）のよう

に定義される． 
奇遇関数と称されてよい系 { }SSψ は次のように定義される： 
部分集合 Sを 

},,2,1{ nS L⊆  （G.1） 
と選び，各2値ベクトル >=< njjjj ,,, 21 L の各成分 ),,2,1}(1,0{ niji L=∈ を 

Sni ∈= ),,2,1( L である時のみ，かつ，そのときに限り， 1=ij  
Sni ∉= ),,2,1( L である時のみ，かつ，そのときに限り， 0=ij  

 （G.2） 
と定義し，1対1の対応 

),,2,1)(1,0{,,,, 21 nkjjjjjS kn LL =∈>=<⇔  （G.3） 
を考え， 

),,,()()( 21,,,,,, 2121 njjjjjjS xxxxx
nn

LLL ><>< == ψψψ  
∑

−= ∈Si
ix

)1(  （G.4） 

=  
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 ∑
∈

−
Si

ixL1 が奇数のとき 

 ∑
∈

+
Si

ixL1 が偶数のとき 

 （G.5） 
 □ 

この時，付録Fの①（正規直交性），②（完全性）が成り立つ． 
式（F.11）の2進ベクトル ),,2,1)(1,0{,,,, 21 nkjjjjj kn LL =∈>=< を，例えば，付録Fの式（F.12）の如く，

順序づければ良い． 
（付録G終わり） 

 
付録H．モデル構成作用素T の構成 

 
入力パターンϕ の標準形（パターンモデル） ϕT を求めることを従来のパターン認識技術では，パ

ターンϕ の正規化（nomalization）といっていると考えてよいだろう．本付録Hでは，登場した式（Q.3）
のモデル構成作用素T の構成例を説明する． 
 
H1． 何故，パターンϕをモデル ϕT に変換しなければならな理由と，モデル構成作用素T が満

たさなければならない4性質 
Φ を処理の対象とする問題のパターンϕ の集合（可分な或るヒルベルト空間Hの部分集合）として，

SS理論［B3］，［B4］では，入力パターンϕ の標準形とは，4性質 
①（零元不動点性;axiom 1の（ⅰ）の後半）ϕ ＝0∈Φについては、 ϕT ＝0 
②（正定数倍不変性;axiom 1の（ⅱ）の後半）任意の正実定数 aに対し， 

ϕϕϕ TaT =⋅Φ∈∀ )(,  
③（ベキ等性;axiom 1の（ⅲ）の後半） ϕϕϕ TTT =Φ∈∀ )(,  
④（非零写像性;axiom 1の（ⅳ）） 0, ≠Φ∈∃ ϕϕ T  

を満たす写像T にϕ を入力して得られる“ϕ のモデル（ϕ に類似しているパターンの，ある集合の表

象） ϕT ”である． 
何故，標準形 ϕT にパターンϕ を変換するのであろうか？4つの理由が考えられ，それは， 
（イ） （雑音の除去）パターンϕ から，ϕ の帰属するカテゴリの代表パターンω に比べ形状がを崩れ

させている雑音を取り除く 

（ロ） （座標変換の除去）ϕ に作用している座標変換を取り除く 
（ハ） （欠落情報の補充と冗長な情報の除去）欠けている情報を補ったり，余分に含まれている情報

を取り除く 

（二） （簡単化）簡単な構造を備えた形式に直す 

（ホ） （同一形式化）同じ意味内容を表すのに見かけ上異なる幾つかの形状を同一形式（標準形式）に

直す 
である． 
パターンϕ に正規化の操作 Φ→Φ:T を行った結果，以後の認識処理が便利かつ容易になることに

なることが基本的に重要である． 
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H2．4性質①～④を満たす写像 Φ→Φ:T の構成例 
上述のH1章の4性質①～④を満たす式（Q.3）の写像 Φ→Φ:T を挙げておこう． 

 
H2.1 基底 Lkk ∈}{ψ を使わない例 
その絶対値が1より大きくない実数の全体 

}11|{]1,1[ +≤≤−≡+− rrR  （H.1） 
を考え，関数 

]1,1[]1,1[: +−+− → RRf  （H.2） 
を，4条件 

（1#） （0-不動点条件） 0)0( =f  （H.3） 
（2#） （1-不動点条件） 1)1( =f  （H.4） 
（3#） （1-有界条件） 1|)(|,]1,1[ ≤∈∀ +− ufRu  
（4#） （べき等条件） )())((,]1,1[ ufuffRu =∈∀ +−  （H.5） 

を満たすように構成する． 
上述の4条件（1#）～（4#）を満たす関数 f を導入し，更に，式（2.19）の可測部分集合M を1つ選び，

固定し， 

0|)(|sup0
|)(|sup

)(, ==∈∀
∈

∈

xif
x

xMx
Mx

Mx

ϕ
ϕ

ϕ
　　　　  （H.6） 

を約束する． 
そうすると，次の定理H1が成り立ち，パターンモデル ϕT が構成されたことがわかる． 

［定理H1］（基底を使わないパターンモデルの構成定理）（文献［B53］の定理8.2） 
式（2.19）の可測部分集合M を1つ選び，4条件（1#）～（4#）を満たす関数 f を導入する． 

Mx
y

xfxT
My

∈=

∈

),
|)(|sup

)(())((
ϕ

ϕϕ  （H.7） 

の如く定義された写像 Φ→Φ:T はH1章の4性質①～④を満たす． □ 
4条件（1#）～（4#）を満たす関数 f を挙げておく． 

［例1］（2値モデル ϕT ） 
=)(uf  

 +< euL0 のとき 
 +≥ euL1 のとき 
 （H.8） 

ここに， +e は不等式 
10 ≤< +e  （H.9） 

を満たす閾値である． 
［例2］（3値モデル ϕT ） 

=)(uf  
 −≤− euL1 のとき 
 +− << eueL0 のとき 
 +≥+ euL1 のとき 
 （H.10） 
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ここに， +− ee , は不等式 
101 ≤<<≤− +− ee  （H.11） 

を満たす閾値である． 
［例3］（5値モデル ϕT ） 

=)(uf  
 )1(11 −≤≤−− euL のとき 
 )0()1()1( −−− ≤< euet L のとき 
 )0()0(0 +− << eueL のとき 
 )1()0()1( +++ <≤ euet L のとき 
 1)1(1 +≤≤+ + ueL のとき 
 （H.12） 

ここに， )1(),0(),0(),1( ++−− eeee は不等式 
1)1()0(0)0()1(1 ≤<<<<≤− ++−− eeee  （H.13） 

を満たす閾値である．また， )1(),1( +− tt は，不等式 
)1()1()0(),0()1()1( +++−−− <≤≤< eteete  （H.14） 

を満たす振幅値である．例えば， 

2
)0()1()1( −−

−

+
=

eet  （H.15） 

2
)1()0()1( ++

+

+
=

eet  （H.16） 

を採用すればよい． 
 
H2.2 基底 Lkk ∈}{ψ を使う例 
上述のH2.1節の4条件（1#）～（4#）を満たす関数 f を導入する． 
連立1次方程式（B.3）の解 Lc ∈ll , を Lc ∈ll ),(ϕ と書く．但し，定数 )(ϕlc の列 Lc ∈ll )}({ ϕ については， 

0|)(|sup0
|)(|sup

)(
==

∈
∈

ϕ
ϕ

ϕ
k

Lkk
Lk

cif
c

c
　　　　l  （H.17） 

と約束する．以後， )(ϕlc を )(ϕla と書く． 
特徴抽出写像 

RLu →×Φ: （実数全体の集合） （H.18） 
を導入する． Ru ∈),( lϕ はパターン Φ∈ϕ から抽出された第 Lk∈ 番目の実数値特徴量である．パ

ターンモデル ϕT を生成するモデル構成作用素 Φ→Φ:T を， 

∑
∈

⋅≡
L

uT
l

ll ψ),(ϕϕ  （H.19） 

と導入する．H2.1節の4条件（1#）～（4#）を満たす関数 f を導入して定義される実数値 

)
|)(|sup

)((),(
ϕ

ϕϕ
k

Lk
a
afu

∈

≡ ll  （H.20） 

はパターン Φ∈ϕ から抽出された第 Lk∈ 番目の特徴量である．パターンモデル ϕT を生成する式

（Q.3）のモデル構成作用素T を，式（H.19）の如くと導入する．次の定理9.2は，パターン Φ∈ϕ から抽
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出された第 L∈l 番目の特徴量 ),( lϕu として，式（H.20）を採用し，構成された式（Q.3）の作用素T が1
章の4性質①～④）を満たすことを指摘したものである． 
［定理H2］（1次独立な系 Lkk ∈}{ψ を基底とするモデル構成作用素T の構成定理）（文献［B53］の定理

8.2） 
系 Lkk ∈}{ψ を1次独立な系に選ぶ．パターン Φ∈ϕ から抽出された第 L∈l 番目の特徴量 ),( lϕu とし

て，式（H.20）を採用する．このとき，式（H.19）で定義される式（Q.3）のモデル構成作用素 Φ→Φ:T
はH1章の4性質①～④を満たす． □ 

H2.1節の4条件（1#）～（4#）を満たす関数 f として，H2.1節の［例1］～［例3］を選び，抽出される

各特徴量 ),( lϕu が2値，3値，5値のモデル ϕT が定理H2を適用すれば得られる． 
（付録G終わり） 

 
付録I．類似度関数 SM の構成 

 
本章では，SS理論［B3］，［B4］でのaxiom 2を満たする式（R1.13）の類似度関数 SM を3種類，構成

する． 
 
I1．SS理論でのaxiom 2と類似度関数 SM  
本章で構成される式（R1.13）の類似度関数 SM は，SS理論でのaxiom 2を満たさなければならない．

このaxiom 2を解説しておこう． 
任意のパターンϕ Φ∈ が，記憶されている代表的なパターンからなる有限個の元からなる集合Ω

内の任意の代表パターン jω とどの程度似ているか，違っているかを計量する手段を設定することが，

認識の働きを確保するために必要とされる．類似性計量のための手段が式（R.13）の類似度関数 SM
である． 
“正常なパターン”（well-formed pattern）は，ある1つのカテゴリ（category）C j （第 Jj∈ 番目の類概

念）のみに帰属しているものとし，このようなC j の集まり（有限集合） 
C )(J =｛C j | j∈J｝ （I.1） 

を想定する．C j の備えている性質を典型的に持っている（第 Jj∈ 番目の）代表パターン（prototypical 
pattern） jω （ )0≠ を1つ選定する．C j は，典型（prototype）としての代表パターン jω を中心とした緩や

かな（第 Jj∈ 番目の）カテゴリであることを仮定したことに注意しておく．ここに，Φ を処理の対

象とする問題のパターンϕ の集合として， 

jω{≡Ω | j Φ⊂∈ }J  （I.2） 
が式（I.1）の全カテゴリ集合C )(J に1対1に対応する代表パターンの集合である．式（I.2）の系Ω は， 

複素定数 ja の組{ ja | Jj∈ }について∑
∈

=⋅
Jj

jja 0ω jaJj ,∈∀⇒ =0 （I.3） 

が成立しているという意味で，1次独立（linearly independent）でなければならない．Ω を視察で決定

できる場合があるが，訓練パターン系列からΩ を適応的に決定する方法については，文献［B3］の

付録Iで説明されている． 
Axiom 1を満たす式（Q.3）のモデル構成作用素T によって，式（I.2）の代表パターン集合Ωが変換さ

れて得られる系 
}|{ Ω∈≡Ω⋅ ωωTT  （I.4） 
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も1次独立であると要請する．このとき，式（Q1.13）の類似度関数 SM を導入し， 
0,1),( =jSM ωϕ に従って，パターン Φ∈ϕ は各々， jω と確定的な類似度関係，相違関係にあり，

また， 1),(0 << jSM ωϕ の場合は，あいまいな類似・相違関係にある （I.5） 
と， SM を解釈しよう． 
式（R1.13）の関数 SM は次のaxiom 2を満たすように構成されねばならない．Axiom 2の（ⅰ）では、

クロネッカー（Kronecker）のδ 記号 
jiifjiifji ≠=== 　　　　　　　　 0,1δ  （I.6） 

が導入されているが、特にaxiom 2の（ⅰ）なるこの正規直交性は、候補カテゴリの分離・抽出が効果

的に行われ， 
候補カテゴリの鋭利な削減（a sharp reduction） （I.7） 

をもたらすために要請されている． 
Axiom 2（類似度関数 SM の満たすべき公理） 
（ⅰ） （正規直交性;orthonormality） 

iSMji ω(,,∀∀ ， jω ）= ijδ . 
（ⅱ） （規格化条件，確率性，正規性;probability condition，normalization） 

∑
∈

=Φ∈∀
Jj

jSM .1),(, ωϕϕ  

（ⅲ） （写像T の下での不変性;invariance under mapping T ） 
).,(),(,, jj SMTSMJj ωϕωϕϕ =∈∀Φ∈∀  □ 

上述のaxiom 2の（ⅰ）～（ⅲ）について簡単に説明しておこう． 
SM の解釈式（I.5）の下で，（ⅰ）は，相異なカテゴリの代表パターン同士は確定的な相違関係にあ

り，同一カテゴリの代表パターン同士は確定的な類似度関係にあることを要請している．（ⅱ）は、

任意のパターンϕ について，すべてのカテゴリについての類似度の総和は1であることを要請してい

る．つまり，パターンϕ は少なくとも1つのカテゴリC j に帰属していることを要請している．（ⅲ）

は，パターンモデル ϕT は原パターンϕ と任意のカテゴリについて同一類似度を持つことを要請して

いる．ということは，パターンモデル ϕT を見たり，聞いたりするならば，原パターンϕ と同じよう

に見えたり、聞こえたりすること（同一知覚原理）を要請していることになる． 
尚，第 Jj∈ 番目のカテゴリC j の生起確率である非負実数 p （C j ）を，2条件 

［ <∈∀ 0,Jj p （C j ）＜1］
Jj∈
Σ∧[ p （C j ）=1］ （I.8） 

を満たすものとして導入しておく． 
（付録I終わり） 

 
付録J．2つの3次元ベクトル ba

rr
, の間のラグランジュの恒等式 

 
本付録Jでは，2つの3次元ベクトル ba

rr
, の間に成り立つラグランジュの恒等式［A19］が説明され

る． 
各 )3,2,1(, =iba ii を実数値として， 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3

2

1

a
a
a

a
r

，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3

2

1

b
b
b

b
r

 （J.1） 
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332211],[ babababa ⋅+⋅+⋅≡
rr

 （J.2） 

( ) 2
3

2
2

2
1

2 , aaaaaa ++=≡
rrr

 （J.3） 

( ) 2
3

2
2

2
1

2
, bbbbbb ++=≡
rrr

 （J.4） 

として，成り立つラグランジュの恒等式（Lagrange’s formula） 
2

22

11
2

33

11
2

33

222
22 ],[

ba
ba

ba
ba

ba
ba

baba ++=−⋅
rrrr

 （J.5） 

が成立する．この恒等式は左辺，右辺を各々，計算して，確かめられる． 
（付I終わり） 

 
付録K．2つの2，3次元ベクトル ba

rr
, で決まる平行四辺形の面積 

 
本付録では，2つの2次元ベクトル ba

rr
, を2辺に持つ平行四辺形の面積がどのように表わされるかを

説明する．併せて，ベクトル ba
rr

, が3次元になった場合をも，説明される． 
［平行四辺形の面積］ 
 

 
 

O

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

a
a

ar
h  

θ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

b
b

b
r

 

1b
1a

2a  2b

X  

Y

 
 

図K.1 平行四辺形の面積 
Fig.K.1  The area of the parallelogram 

 
次の定理K1はよく知られており，2次元ベクトル ba

rr
, を2辺とする平行四辺形の面積 Sの公式を与

えている． 
［定理K1］（2次元ベクトル ba

rr
, を2辺とする平行四辺形の面積 S ） 

Oを原点とする直交座標系 YX − をとろう． 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

a
a

a
r

， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

b
b

b
r

 （K.1） 

を2辺とする平行四辺形の面積 Sは 

22

11

ba
ba

S = の絶対値 （K.2） 

と表わされる． 
（証明） 2ベクトル ba

rr
, は原点Oを始点とするとしても，一般性は失われない． Sは高さ ×h 底辺の

長さ
2

2
2

1 aa + であるから， 
2

2
2

1 aahS +⋅=  （K.3） 
である．ベクトル a

r
からベクトル b

r
への，間の角をθ とすると，Fig.k.1から， 

θsin2
2

2
1 ⋅+= bbh ，where πθ ≤≤0  （K.4） 

である．ここで， 

∑
=

⋅=
2

1

],[
i

ii baba
rr

， ],[ aaa
rrr

= ， ],[ bbb
rrr

=  （K.5） 

とすると， 

ba

ba
rr

rr

⋅
=

],[cosθ  （K.6） 

であるから， 
θθθ 22 cos1sinsin −==  

2

],[1
ba

ba
rr

rr

⋅
−=  

ba

baba
rr

rrrr

⋅

−⋅
=

2
22 ],[

 

2
2

2
1

2
2

2
1

2211
2

1
2

2
2

2
2

1 2

bbaa

babababa

+⋅+

⋅⋅⋅−⋅+⋅
=  （K.7） 

2
2

2
1

2
2

2
1

2
1221 )(

bbaa

baba

+⋅+

⋅−⋅
=  

2
2

2
1

2
2

2
1

1221

bbaa

baba

+⋅+

⋅−⋅
=  （K.8） 

を代入すれば， 
S  

2
2

2
1

2
2

2
1

12212
2

2
1

bbaa

baba
bb

+⋅+

⋅−⋅
⋅+= 2

2
2

1 aa +⋅  

1221 baba ⋅−⋅=  
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22

11

ba
ba

= の絶対値 （K.9） 

を得，証明が終わる． □ 
上述の定理K1に関連して，次の3事項①，②，③に注意しておこう． 
①（2次元空間で， 02 =a の特別の場合）ベクトル a

r
を X 軸にとることにより， 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
1aa

r
 （K.10） 

となるが，この時， 21,ba は各々，底辺の長さ，高さとなり， 

21 baS ⋅=  （K.11） 
であるが，確かに， 

21
2

11

0
ba

b
ba

⋅=  （K.12） 

となっている． 
②（3次元空間での平行四辺形の面積） 
式（J.1）の3次元ベクトル ba

rr
, を2辺とする平行四辺形の面積 Sを求めてみよう． 

内積 [ ]ba rr
, ，ノルム a

r
は各々，2式（J.2），（J.3）で定義されている． 

ベクトル a
r
からベクトル b

r
への，間の角を ≤≤θ0 とすると， 1sin0 ≤≤ θ であり， θsin, ⋅ba

rr
は

各々，底辺の長さ，高さとなり， 
θsin⋅⋅= baS

rr
 （K.13） 

である． 
θθ 22

3
2

2
2

1 cos1sin −⋅++=⋅ bbbb
r

 （K.14） 

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211],[cos
bbbaaa

bababa
ba
ba

++⋅++

⋅+⋅+⋅
=

⋅
= rr

rr

θ  （K.15） 

であるから， 

)()(
)(1 2

3
2

2
2

1
2

3
2

2
2

1

2
3322112

3
2

2
2

1
2

3
2

2
2

1 bbbaaa
babababbbaaaS
++⋅++

⋅+⋅+⋅
−⋅++⋅++=  

2
332211

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 )()()( babababbbaaa ⋅+⋅+⋅−++⋅++=  

[ ]222 ,baba
rrrr

−⋅=  

2

22

11
2

33

11
2

33

22

ba
ba

ba
ba

ba
ba

++=  

 Q 付録Jのラグランジュの恒等式 （K.16） 
であることが分る． 
ベクトル解析学［A19］では，3次元ベクトル ba

rr
, の外積 ba

rr
× は 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
0
0

0
1
0

,
0
0
1

121 eee
rrr

 （K.17） 

として， 
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333

222

111

bae
bae
bae

ba
r

r

r
rr
≡×

22

11
3

33

11
2

33

22
1 )1(

ba
ba

e
ba
ba

e
ba
ba

e ⋅+⋅−⋅+⋅=
rrr

 （K.18） 

と定義されているから， 

=×ba
rr

2

22

11
2

33

11
2

33

22

ba
ba

ba
ba

ba
ba

++  （K.19） 

と計算され，結局， 
baS
rr

×=  （K.20） 
と計算される． 
③（3次元空間で， 033 == ba の特別の場合） 
3次元ベクトル ba

rr
, を2辺とする平行四辺形の面上に YX , 両軸をとれば，3次元ベクトル ba

rr
, は 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
2

1

a
a

a
r

，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
2

1

b
b

b
r

 （K.21） 

であるから，3次元ベクトル ba
rr

, を2辺とする平行四辺形の面積 Sは式（K.2）の Sである． 
明らかに，この場合， 

22

11

ba
ba

S = の絶対値 

2

22

11
2

33

11
2

33

22

ba
ba

ba
ba

ba
ba

++= ba
rr

×=  for 033 == ba  （K.22） 

が成り立っていることが分る． 
（付録K終わり） 

 
付録L．特定の代表パターンモデル iTω を想起する自己想起作用素 iA′ )( γ∈i  

 
本付録Lでは，最も素朴な自己想起作用素（同種想起作用素） iA′を検討する．モデル ϕT から ϕT 内

に潜む代表パターンモデル 

iTω ， Ji ⊆∈γ  （L.1） 

の内，規格化内積
( )
( )ii

i

TT
TT
ωω
ωϕ

,
,

の集まり
( )
( ) γ

ωω
ωϕ

∈i
TT
TT

ii

i ,
,
,

の内，内積
( )
( )jj

j

TT
TT
ωω
ωϕ

,
,

の絶対値
( )
( ) |

,
,

|
jj

j

TT
TT
ωω
ωϕ

が最

大となるという意味で最大相関をもつ特定の代表パターンモデル jTω を主要項として想起できる自

己想起作用素 

∑
∈

′≡′
γ

γ
i

iAA )(  （L.2） 

ここに，各 iA′ )( γ∈i は， 

( ) ( ) γωϕω
ωω

ϕϕ ∈⋅⋅≡′∀ iTTT
TT

A ii
ii

i ,,)(
,
1,  （L.3） 

の機能がどのように表されるかが検討される． 
先ず， ϕT から jTω へ向かう jTT ωϕ, 間の角を )()0( π≤∠≤ j とすると， 
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( ) jjj TTTT ∠⋅⋅= cos, ωϕωϕ  （L.4） 
が成り立つ．この式（L.4）を使えば， 
複素数値の変数 aの非負実数値関数

2
)( jTaTaf ωϕ ⋅−≡ が 

( )
( )jj

j

TT
TT

a
ωω
ωϕ

,
,

=  （L.5） 

のとき，最小値 

( )
2

222 ,

j

jj

T

TTTT

ω

ωϕωϕ −⋅
 （L.6） 

jT ∠⋅= 22 sinϕ  Q jj ∠=∠− 22 sincos1  （L.7） 
を持つ 
ことが，付録Tの補助定理T1よりわかる．次の①～⑤が成立する： 

①
2

min ja
TaT ωϕ ⋅−  

 
2

ϕϕ jAT ′−=  （L.8） 
 jT ∠⋅= 22 sinϕ  Q 式（L.7） （L.9） 

が成り立つ． 

② ( ) ( )jj
jj

j TTT
TTT

A
T

ωϕω
ωωϕ

ϕ
ϕ

,)(
,
111

⋅⋅⋅≡′⋅  Q 式（L.3） （L.10） 

 j
j

j

T
T

∠⋅= cos
ω
ω

 Q 式（L.4） （L.11） 

③ ∑
∈

′⋅≡′⋅
γ

ϕ
ϕ

ϕγ
ϕ j

jAT
A

T
1)(1

 Q 式（L.2） （L.12） 

 ∑
∈

∠⋅=
γ ω

ω

j
j

j

j

T
T

cos  Q ② （L.13） 

が成り立つ． 

④ ϕ
ϕ jAT

′1
が jTω 成分を持っている程度を与える相関 

 jjjj TTA
T

∠⋅=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′ cos,1 ωωϕ

ϕ
 Q ② （L.14） 

 ji
j

j
ij T

T
T

TA
T

∠⋅⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′ cos,,1 ω

ω
ω

ωϕ
ϕ

 Q ② （L.15） 

⑤ jTω から iTω へ向かう ij TT ωω , 間の角を ij∠ とすると， 

 jij
j

i
i

T
T

A
T

∠⋅∠=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′ ∑

∈

coscos1,)(1
γ

ω
ω

ϕγ
ϕ

 Q 式（L.15） （L.16） 

 □  
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付録M．パターンモデル ϕT と包含情報量 ):(),:( ηϕηϕ ¬II の応用 
 
本付録Mでは，パターンϕ がパターンη を含んでいる程度，或いは，含まれていない程度を表わ

す情報量 
):( ηϕI ， ):( ηϕ ¬I  

を用い，axiom 2を満たす類似度関数 SM が2種類，構成する．更に，2つのパターンモデル構成作用

素 21,TT の，写実能力，表現能力が比較するために，情報量 ):( ηϕI が使用可能であることが示され

る． 
M1． パターンϕがパターンη を含んでいる程度を表わす情報量 ):( ηϕI を用いたaxiom 2を満た

す類似度関数 SM の構成 
∈ϕ Hから ∈η Hへ向かう間の角を )()0( πθ ≤≤ とする． 

パターンϕ がパターンη を含んでいる程度を表わす情報量 ):( ηϕI が， 

( )
( ) ηηη

ηϕϕ

ϕ
ηϕ

⋅−
≡

,
,

log):( eI  Q 式（S.1） （M.1） 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⋅
−⋅−=

2
),(1log

2
1

ηϕ
ηϕ

e  Q 式（S.8） （M.2） 

θsin
1loge=  Q 式（S.5） （M.3） 

と，導入される．但し， 

0),(
=

⋅ ηϕ
ηϕ  if 0=⋅ ηϕ  （M.4） 

を約束する．このとき， 

①或る定数 )0(≠a に関し， ηϕ a= であれば， ):( ηϕI +∞=⋅−= 0log
2
1

e  （M.5） 

②
2
π

θ = で， 0),( =ηϕ であれば， ):( ηϕI 01log
2
1

=⋅−= e  （M.6） 

に注意しておく． 
次の定理M1は，包含情報量 ):( ηϕI を使って，axiom 2を満たす式（R1.13）の類似度関数 SM を構成

している． 
［定理M1］（Axiom 2を満たす式（R1.13）の類似度関数 SM の，包含情報量 ):( ηϕI を使った構成定

理） 
パターンモデル ϕT が代表パターンモデル jTω に似ていない程度を表わす程度を表わす情報量 

( )
22

,
1log

2
1):()(

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅
−⋅−=≡

j

j
ejj TT

TT
TTIs

ωϕ

ωϕ
ωϕϕ  （M.7） 

を用いて， 
≡),( jSM ωϕ  
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∑
∈Ji

i

j

s
s

)(
)(
ϕ
ϕ

0)( >∑
∈Ji

is ϕL のとき 

 (p C )j 0)( =∑
∈Ji

is ϕL のとき 

 （M.8） 
と定義される式（R1.13）の関数 SM は次の3性質（ⅰ），（ⅱ），（ⅲ），つまり，付録Iのaxiom 2を満た

す： 
（ⅰ） （正規直交性） =),( jiSM ωω  

ji TT ωω =L1 のとき 

ji TT ωω ≠L0 のとき 
 （M.9） 

（ⅱ） （規格化条件） 1),(, =Φ∈∀ ∑
∈

i
Ji

SM ωϕϕ  （M.10） 

（ⅲ） （ −T 不変性） ),(),(,, jj SMTSMJj ωϕωϕϕ =∈∀Φ∈∀  （M.11） 
 □ 

 
M2． パターンϕがパターンη を含まれていない程度を表わす情報量 ):( ηϕ ¬I を用いたaxiom 2

を満たす類似度関数 SM の構成 
2つのパターン ηϕ , に関し，パターンϕ がパターンη 以外の成分を含む程度を情報量で表わそう 
∈ϕ Hから ∈η Hへ向かう間の角を )()0( πθ ≤≤ とする． 

パターンϕ がパターンη を含んでいない含んでいる程度を表わす情報量 ):( ηϕ ¬I が， 

( )
( ) ηηη

ηϕ

ϕ
ηϕ

⋅
≡¬

,
,

log):( eI  Q 式（S.3） （M.12） 

2
),(log

2
1

ηϕ
ηϕ
⋅

⋅−= e  Q 式（S.9） （M.13） 

θcos
1loge=  Q 式（S.6） （M.14） 

と，導入される．ただし，式（M.4）を約束している． 
2つのパターン ∈ηϕ , Hに関し，直交・直和分解 

∈∃ω H， 0),(
),(
),(

=∧+⋅= ωηωη
ηη
ηϕϕ  （M.15） 

が成り立ち，付録Tの定理T1の（1&）から， 

η
ηη
ηϕ

⋅
),(
),(

がパターンϕ 内の最大の成分である （M.16） 

ことになる． 
パターンϕ がパターンη 以外の成分ω を含む程度を情報量 ):( ηϕ ¬I で表わしたものは， 

):( ηϕ ¬I
ωϕ

ϕ
−

≡ elog  （M.17） 

である.このとき， 
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①或る定数 aに関し， ηϕ a= であれば， ):( ηϕ ¬I 01log
2
1

=⋅−= e  （M.18） 

②
2
π

θ = で， 0),( =ηϕ であれば， ):( ηϕ ¬I +∞=⋅−= 0log
2
1

e  （M.19） 

に注意しておく． 
Axiom 2を満たす式（R1.13）の類似度関数 SM が構成されたとしよう． 

),( jSM ωϕ ¬¬ を，パターンϕ がパターン jω に似ていない程度を表わす相違度（dissimilarity）とする

と， 

)],(1[
),(1

),(
i

Ji

j
j SM

SM
SM

ωϕ
ωϕ

ωϕ
−

−
≡¬¬
∑
∈

 （M.20） 

が求めるものである．次の定理M2は，包含情報量 ):( ηϕ ¬I を使って，axiom 2を満たす式（R1.13）の
類似度関数 SM を構成している． 
［定理M2］（Axiom 2を満たす式（R1.13）の類似度関数 SM の，包含情報量 ):( ηϕ ¬I を使った構成定

理） 
逆に，相違度関数 

}10|{: ≤≤→Ω¬×Φ¬ ssSM  （M.21） 
が与えられた時，axiom 2を満たす式（R1.13）の類似度関数 SM を構成してみよう． 
パターンモデル ϕT が代表パターンモデル jTω に似ていない程度を表わす程度を表わす情報量 

2

),(
log

2
1))(:()(

j

j
ejj TT

TT
TTIs

ωϕ

ωϕ
ωϕϕ

⋅
⋅−=¬≡¬  （M.22） 

を用いて， 
≡¬¬ ),( jSM ωϕ  

 
∑
∈

¬

¬

Ji
i

j

s
s

)(
)(
ϕ
ϕ

0)( >¬∑
∈Ji

is ϕL のとき 

 (p C )j 0)( =¬∑
∈Ji

is ϕL のとき 

 （M.23） 
と定義される式（M.21）の関数 SM¬ は次の3性質（ⅰ），（ⅱ），（ⅲ）を満たす： 

（ⅰ） （正規直交性） =¬¬ ),( jiSM ωω  
0),(1 =ji TT ωωL のとき 

ji TT ωω =L0 のとき 
 （M.24） 
（ⅱ） （規格化条件） 1),(, =¬¬Φ∈∀ ∑

∈
i

Ji

SM ωϕϕ  （M.25） 
（ⅲ） （ −T 不変性） ),(),(,, jj SMTSMJj ωϕωϕϕ ¬¬=¬¬∈∀Φ∈∀  （M.26） 
 □ 

この時， 

)],(1[
),(1

),(
i

Ji

j
j SM

SM
SM

ωϕ
ωϕ

ωϕ
¬¬−

¬¬−
≡
∑
∈

 （M.27） 

と定義される式（R1.13）の関数 SM はaxiom 2を満たす． □ 
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M3．情報量 ):( ηϕI を用いた2つのパターンモデル構成作用素 21,TT の，写実能力の比較 
パターンϕ Φ∈ に対応するパターンモデル ϕT Φ∈ には，次の4解釈（一）～（四）が付与できる： 
（一） ϕ は ϕT の近似である． 
（二） ϕ は ϕT に要約される． 
（三） ϕT はϕ の情報を含む． 
（四） ϕT はϕ に変形されている． □ 
上記の解釈（一）によれば， ϕT はϕ に対し，写実的であるべきである．Axiom1を満たす2つの対

2,1],,[ =Φ kTk が得られている場合，どちらのモデル構成作用素 kT が一層，写実的か？を決定する手

法が研究しよう． 
パターンモデル ϕT が原パターンϕ の情報を含んでいる程度を表わす情報量は 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⋅
−⋅−=

2
),(1log

2
1):(

ϕϕ
ϕϕϕϕ

T
TTI e  Q 式（M.2） （M.28） 

であるから，この ):( ϕϕTI により，T による原パターンϕ の写実度合いを評価すればよい． 
不等式 

),(),( 21 ϕϕϕϕ TITI ≥  （M.29） 
が成立していれば，モデル構成作用素 1T は，パターンϕ に関しモデル構成作用素 2T より写実的（true 
to nature）であるという． 

上述は，式（4.7）の ∑
=

><><≡
n

k

kkTCTC
1

11 ):)(():( ϕϕϕϕ についても，適用できる． 

特に， )( Jjj ∈=ωϕ の場合が重要であり，不等式 
),(),(, 21 jjjj TITIJj ωωωω ≥∈∀  （M.30） 

が成立していれば，モデル構成作用素 1T は，式（Q.4）の代表パターン集合Ω に関しモデル構成作用

素 2T より写実的であるということになる． 
尚，パターンϕ が第 Jj∈ 番目のカテゴリC j に帰属していれば， 

):( jTTI ωϕ ≥ ):( jI ωϕ  （M.31） 
かつ， 

):(},{ iTTIjJi ωϕ−∈∀ ≤ ):( iI ωϕ  （M.32） 
であることが望ましい． 
 
M4．情報量 ):( ηϕI を用いた2つのパターンモデル構成作用素 21,TT の，表現能力の比較 
第 Jj∈ 番目のカテゴリに帰属するパターンの集合 

}|{)( )( JjJ j ∈≡Φ ϕ  （M.33） 
について， 

∑∑
∈∈

≥
Jj

jj
Jj

jj TTITTI ):():( 2)(21)(1 ωϕωϕ  （M.34） 

かつ 

∑∑∑∑
−∈∈−∈∈

≤
}{

2)(2
}{

1)(1 ):():(
jJi

ji
JjjJi

ji
Jj

TTITTI ωϕωϕ  （M.35） 

であれば， 
)(JΦ 内のパターンϕ が入力されたモデル構成作用素 1T は，モデル構成作用素 2T より式（Q.6）のパ
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ターンモデル集合 }|{ JjTT j ∈≡Ω⋅ ω に関し，表現能力が大であるという． 
付録Rの多段階連想形認識システム >Φ=< BSCSMTNRECOGNITRO B ,,, 内の BSCSMT ,, を適応的

に構成するときに必要とされる訓練パターンの集合には，T を 1T と固定した時，他の 2T に対し表現

能力が大であるような式（M.33）のパターン集合 )(JΦ を用いるべきである． （付録M終わり） 
 

付録N．3重の外積 )( ><⊗><⊗>< kkk ωϕη の表現 
 
本付録Nでは，3重の外積 )( ><⊗><⊗>< kkk ωϕη が ><>< kk ωϕ , の1次結合として表されるこ

とを指摘し，並びに，登場したその2つの1次結合係数が決定される． 
次の定理N1は，3重の外積 )( ><⊗><⊗>< kkk ωϕη の構造を完全に決定したものである． 

［定理N1］（3重の外積の表現定理） 
任意の ∈ωϕη ,, Hと任意の },,2,1{ nk L∈ とに対し， 

)( ><⊗><⊗>< kkk ωϕη  
><⋅><><−><⋅><><= kkkkkk ωϕηϕηω ],[],[  （N.1） 

（証明） ψ >< k を， 
ψ }{ ><⊗><⊗><>≡< kkkk ωϕη  （N.2） 

とおく．ψ >< k は ><⊗>< kk ωϕ に垂直であるから，ψ >< k は ><>< kk ωϕ , の張る平面内にあ

る．従って，2定数 vu, が存在して， 
ψ >< k ><⋅+><⋅= kvku ωϕ  （N.3） 

と表現される． 
然るに，ψ >< k は >< kη にも垂直であるから， 

],[0 ><><= kk ψη  
],[],[ ><><⋅+><><⋅= kkvkku ωηϕη  （N.4） 

が成り立つが，この方程式を解くと， 
ある定数 qが存在して， 

],[ ><><⋅= kkqu ωη  （N.5） 
],[ ><><⋅−= kkqv ϕη  （N.6） 

である．よって， 
ψ >< k )],[],([ ><⋅><><−><⋅><><⋅= kkkkkkq ωϕηϕωη  （N.7） 

である．実は，以下のように， 1=q であり，証明が終わる． 
定数 qを決めよう．特別な場合に，左辺＝右辺から qを決めてよい． 

kkkak 31323 00 ψψψ ⋅+⋅+⋅>=< −−η  （N.8） 

∑
−=

⋅>=<
k

k

ck
3

23l
ll ψϕ  （N.9） 

∑
−=

⋅>=<
k

k

ek
3

23l
ll ψω  （N.10） 

とおいてみよう．そうすると， 
左辺のψ k3 成分＝ ><⊗><⋅ kka ωϕ( のψ 13 −k 成分） 

kkkkk ececa 3323233 )( ψ⋅−⋅⋅= −−  （N.11） 
右辺のψ k3 成分＝ )( 33233323 kkkkkk ecaceaq ψψ ⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅ −−  （N.12） 
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であるから， 1=q が得られる． □ 
（付録M終わり） 

 
付録O．パターンϕ ∈Hの第 ),,2,1( nk L 番目の成分 >< kϕ の，内積・外積を用いた 

直交・直和分解 
 
本付録Oでは，パターンϕ ∈Hの第 ),,2,1( nk L 番目の成分 >< kϕ が2つの成分 ><′′><′ kk ϕϕ , に直

交・直和分解されること，並びに，この2成分 ><′′><′ kk ϕϕ , が各々，の内積成分，外積成分である

ことが明らかにされる． 
次の定理O1は， >< kϕ について，内積成分 ><′ kϕ ，外積成分 ><′′ kϕ を決定すると，この2成分

><′′><′ kk ϕϕ , への直和分解性 
><′′+><′>=< kkk ϕϕϕ  （O.1） 

が成り立ち，然も，2直和成分 ><′′><′ kk ϕϕ , 間に，直交性 
0],[ =><′′><′ kk ϕϕ  （O.2） 

が成り立つことが示されている． 
［定理O1］（パターン >< kϕ の，内積・外積を用いた直交・直和分解定理1） 
任意の ∈ϕ Hと任意の },,2,1{ nk L∈ とに対し， 

],[
],[

1
><><⋅><⋅

><><
>≡<′ kkk

kk
k ηϕη

ηη
ϕ  （O.3） 

}{
],[

1
><⊗><⊗><⋅

><><
>≡<′′ kkk

kk
k ηϕη

ηη
ϕ  （O.4） 

とおけば，次の4性質①，②，③，④が成り立つ： 
①（直和分解性） 

><′′+><′>=< kkk ϕϕϕ  （O.5） 
つまり， >< kϕ は，2つの直和成分 ><′ kϕ ， ><′′ kϕ に分解できる． 
②（ >< kη に平行な成分の抽出） 

],[],[ ><><=><><′ kkkk ηϕηϕ  （O.6） 
つまり， ><′ kϕ の， >< kη への射影は >< kϕ の， >< kη への射影に等しい． 
言い換えれば， >< kη に平行な， >< kϕ の成分が ><′ kϕ である． 
③（ >< kη に垂直な成分の抽出） 

0],[ =><><′′ kk ηϕ  （O.7） 
つまり， ><′′ kϕ は >< kη に直交する． 
言い換えれば， >< kη に垂直な， >< kϕ の成分が ><′′ kϕ である． 
④（直交分解性） 

0],[ =><′′><′ kk ϕϕ  （O.8） 
つまり， >< kϕ の直和成分 ><′ kϕ は >< kϕ の直和成分 ><′′ kϕ に垂直である． 
（証明） 付録Nの定理N1において， >< kω を ><>=< kk ηω とおけば， 

}{ ><⊗><⊗>< kkk ηϕη  
><⋅><><−><⋅><><= kkkkkk ηϕηϕηη ],[],[  （O.9） 

が成り立つから，この両辺を 0],[ ≠><>< kk ηη で割り，移項すれば，①が示される． 
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],[ ><><′ kk ηϕ を計算すれば，②は明らか． 
><′′ kϕ の表現式から， ><′′ kϕ は >< kη に直交すること，つまり，③は明らかである． 
><′ kϕ は >< kη の定数倍であるから，③を適用すれば，④は明らかである． □ 

（付録O終わり） 
 

付録P．量子化器 
 
本付録Pでは，想起作用素の成分の実数値振幅を有限個の振幅のいずれかで代表させるという操作

としての離散化に必要な量子化器について説明される．その効用につては，例えば，式（5.10）の
><′ jkT ,)( ϕ 内の係数の組 

[ ]
[ ]><><

><><
≡

kTkT
kTkT

ja
jj

j

)(,)(
)(,)(

);(
ωω
ωϕ

ϕ nk ~1, =  

を入力して得られた量子化器Qからの出力を，この入力の代りに用いることが考えられる． 
量子化器（quantizer） 

}11|{}11|{: +≤≤−→+≤≤− yyxxQ  （P.1） 
を考える．閾値の系 

1);,1();,0(0);,0();,1(1 +<+<+<<−<−<− kibkibkibkib  （P.2） 
を用意する． 

0
);(sup

);(
=

ja
ia

j
ϕ

ϕ  if 0);(sup =ja
j

ϕ  （P.3） 

を約束する．その絶対値がより小さくないように規格化された各振幅 

1
);(sup

);(1 +≤≤−
ja

ia

j
ϕ

ϕ  （P.4） 

を， 

≡≡′ )
);(sup

);(();(
ja

iaQia
j

ϕ
ϕϕ  （P.5） 
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 L1+ 1
);(sup

);(),1( +≤≤+
ja

iaib
j

ϕ
ϕ

のとき 

 L
);(sup

);(
ja

ia

j
ϕ

ϕ ),1(
);(sup

);(),0( ib
ja

iaib
j

+<<
ϕ

ϕ
のとき 

 L0 ),0(
);(sup

);(0 ib
ja

ia

j

+≤≤
ϕ

ϕ
のとき 

 L0 0
);(sup

);(),0( <≤−
ja

iaib
j

ϕ
ϕ

のとき 

 L
);(sup

);(
ja

ia

j
ϕ

ϕ ),0(
);(sup

);(),1( ib
ja

iaib
j

−<<−
ϕ

ϕ
のとき 

 L1− ),1(
);(sup

);(1 ib
ja

ia

j

−≤≤−
ϕ

ϕ
のとき 

 （P.6） 
と，量子化する．そうすれば， 

1)
);(sup

);(();(1, +≤≡′≤−∀
ja

iaQiai
j

ϕ
ϕϕ  （P.7） 

}1,0{),(sup ∈′ ka
k

ϕ  （P.8） 

が成り立つ．よって，量子化器Qのべき等性 

),()),(()
),(sup

),((, iaiaQ
ka
iaQi

k

ϕϕ
ϕ

ϕ ′=′=
′

′
∀  （P.9） 

∴ =∀ ))
),(sup

),(((,

k

ka
iaQQi
ϕ

ϕ )
);(sup

);((
ja

iaQ
j

ϕ
ϕ  （P.10） 

が成り立つ． 
（付録P終わり） 

 
付録Q．表象（パターンモデル）を想起しながら，入力パターンを認識するシステム

RECOGNITRON 
 
認識のモデル（構築される認識システム）とは常に複雑な現実の認識の働きの単純化である．単純

化の程度は目的とする認識の働きが機能しなければならない状況に応じ，様々である．可能な限り

の単純さで，現実の認識の本質を最もよく写しとっているようなものでなければならない．現実の

認識の働きに比べ誤った認識結果が多くないという応用可能性で，その良否が決まる． 
本付録Qでは，S.Suzukiが構築したパターン認識の数学的理論（SS理論［B3］，［B4］）を適用して，

現実の個別性を無視して得られた認識システムのモデルRECOGNITRONが公理論的方法で説明され

る．本付録Qは，このRECOGNITRONを構成する場面において，並びに，RECOGNITRONの連想形

認識機能を分析する場面において，活用され得る． 
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Q1．パターン認識システムの帰納学習経験とは？ 
似た者同士を集め，形成された各々の集団にそれぞれ，区別し得る名前（カテゴリ名;category）を与

えることを分類（classification）という．分類後，個々のパターンはカテゴリ名で呼ばれることになる．

有限次元のベクトル（パターンの一種）の分類に比較的に役立つのが，support vector machineであり，

SS理論でのパターン認識システムRECOGNITRON内の構造要素である大分類関数 BSC の構成に応用

できることが示されている［B32］． 
心理学では，認知されたものを再認する働きが認識である［B1］が．工学では， 
（1%） 正規化→特徴抽出→識別 

というように，事前処理（正規化）を行い，事前処理結果から特徴の抽出を実行し，特徴抽出結果を

記憶している内容と照合することによりカテゴリ名を決定すること（分類，識別）が認識の働きであ

るとされている［A8］，［A12］［A14］，［A16］，［A17］，． 
認識の対象となる非言語の情報表現をパターン（pattern）といい，パターンϕ を認識する機能を備

えたシステムをパターン認識システム（recognizer）という［B1］． 
S.Suzukiが構築したパターン認識システムRECOGNITRONにおいては，パターンからそれと関連

ある今1つのパターンを連想するという想起の働きで入力パターンの帰属するカテゴリを決定すると

いう認識の働きを達成する．このRECOGNITRONにおいては，S.Suzukiが考案した連想型認識方程

式の解を求める多段階過程が入力パターンϕ を認識する働きであり，この方程式の解が， 
（2%） 入力パターンϕ から連想されるパターン jTω （或るカテゴリC j の代表パターン jω のモデル）

（連想・想起の結果） 
と， 
（3%） 入力パターンϕ が帰属するカテゴリ名C j の番号（カテゴリ番号） Jj∈ （分類結果） 

との順序対 >< ][, jT jω であることが示されている． 
認識システムはパターンを見たり聞いたりした場合，通常， 
（4%） このパターンのモデル 

と， 
（5%） このパターンの帰属するカテゴリ名（の番号）の候補のリスト 

とを予想する．このパターンのモデルと，このパターンのカテゴリ候補のリストとの順序対は認識

システムがパターンに対し持つ知識であり，カテゴリ帰属知識と呼ばれる．順序対 >< ][, jT jω はカ

テゴリ候補のリストの要素が唯1つの要素 Jj∈ である場合のカテゴリ帰属知識の特別なものである．

順序対 >< ][, jT jω は， 
（6%） 認識システムRECOGNITRONが入力パターンϕ に対し持つ事前知識である >< JT ,ϕ がcorase 

to fine strategyにより精製されて得たカテゴリ帰属知識である 
と解釈され，カテゴリ帰属知識の，多段階にわたる変換 
（7%） →>→< LJT ,ϕ >< ][, jT jω  

が発想推理の働きで得られたならば，認識システムRECOGNITRONは， 
（8%） 入力パターンϕ は第 Jj∈ 番目のカテゴリC j に帰属する（認識結果） 

と，認識断定することができる．それのみならず，認識システムRECOGNITRONは， 
（9%） 入力パターンϕ を整形した結果は jTω である（連想・想起の結果） 

と，連想断定することができる．この（8）からは，認識システムRECOGNITRONは， 
（10%） 入力パターンϕ に似ているパターンの集まりの表象は jTω である 
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という帰納学習経験をした，ということができる． 
 
Q2．パターン連想型認識システムRECOGNITRON 

S.Suzukiのパターン知能情報論においては，パターン認識システム（多段階連想型認識システム） 
RECOGNITRON >Φ=< BSCSMTB ,,,  （Q.1） 

が構成されている．4要素 BSCSMTB ,,,Φ が与えられれば，認識のこのモデルRECOGNITRONは定ま

る． 
もともと．パターンというものは画像，音声，匂いなどを関数，曲線，有限次元のベクトルなど

で数理的に表現したものである．S.Suzukiが構築したパターン認識の数学的理論［B3］，［B4］は，

RECOGNITRONが処理するパターンϕ の集まりΦ を ⊂Φ (B H ) とT とを使って以下の式（Q.2）の如く，

指定する．ここに，Hは選ばれた或る可分なヒルベルト空間である．パターンというものを数理的

に定義するこの指定は，S.Suzukiの数学的理論以外の他のパターン認識理論がなし得なかったことで

ある． 
パターンと判明しているϕ の集合（基本領域;basic domain） )( Φ⊂ΦB が与えられたとしよう．処理の

対象とする問題のパターンϕ の集合Φ とモデル構成作用素（model-construction operator） T の順序対

],[ TΦ はSS理論のaxiom 1を満たさなければならない．集合Φは， 
)( BB TR Φ⋅∪Φ⋅=Φ ++  （Q.2） 

と表される［B3］，［B4］． Φ∈ϕT はパターン Φ∈ϕ の代りとなるパターン（パターンモデル）であり，

RECOGNITRONがモデル Φ∈ϕT を見たり聞いたりしたならば，原パターン Φ∈ϕ と同じように見え

たり聞こえたりするようなものである（ Φ∈ϕT と Φ∈ϕ との間の同一知覚原理）．モデル構成作用素

と呼ばれるT はΦの元ϕ をΦの唯1つの元 ϕT に対応させる写像であり， 
Φ→Φ:T  （Q.3） 

と表される．写像 T はパターン記述器（pattern descripter）であり，モデル ϕT はパターンϕ を認識シ

ステムRECOGNITRONの主観的観点から簡素に記述したものである． 
パターン認識の数学的理論（SS理論）［B3］，［B4］での公理axiom 2，3を各々，満たさなければな

らない類似度関数 SM ，大分類関数 BSC が導入されている． SM は，Φ の元ϕ が，代表パターン

jω （第 Jj∈ 番目のカテゴリC j の持つ諸性質を典型的に代表しているパターン）の集合（1次独立な

系） 
}|{ Jjj ∈=Ω ω （全代表パターンの集合） （Q.4） 

内の任意の代表パターン jω と似ているか，或いは， jω からどの程度異なっているかを計量する働き

を備えており，また， BSC は，パターンが帰属している複数のカテゴリの候補を出力する働きを備

えている． 
SS理論での公理axiom 4を満たさなければならないカテゴリ選択関数CSF は類似度関数 SM ，大分

類関数 BSC を選定すれば，文献［B3］の付録Eの定理E1により決まる．CSF は，パターンが帰属し

ている複数のカテゴリの候補を更に絞り込む働きを備えている． 
候補カテゴリの番号リスト J2∈μ を助変数に持つ構造受精作用素 

Φ→Φ:)(μA ，where J2∈μ  （Q.5） 
も用いられが，式（Q.4）の代表パターンの集合 }|{ Jjj ∈=Ω ω を式（Q.3）のモデル構成作用素T で変換

して得られる代表パターンモデルの集合 
}|{ JjTT j ∈=Ω⋅ ω  （Q.6） 
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と，類似度関数 SM ，大分類関数 BSC さえ与えられれば，写像 )(μA も決まる（写像 )(μA は，文献

［B3］の6.5節の2式（6.12），（6.13）で定義されている）． 
式（Q.6）の代表パターンモデルの集合 Ω⋅T は1次独立な系であるように，式（Q.3）のモデル構成作

用素T が選ばれていなければならない． 
RECOGNITRONは，原パターンη の持つ情報を反映した形で，ϕ のモデル ϕT の形で復元する．

モデル ϕT は観測後のパターンϕ に存在している雑音，変形が除去されている可能性が大であるパ

ターンといえよう． 
もともと，刺激としてのパターンから今1つの記憶しているパターンを連想する機能は，刺激とし

てのパターン内にある雑音，変形が除去されている形でのパターン復元機能である．このモデル ϕT
を使うパターン認識システムRECOGNITRONでは，入力パターンϕ が帰属するであろう候補カテゴ

リに関し多段階発想推理を行い，表象付き連想形認識の働きで，或るカテゴリC j の代表パターン

jω のモデル jTω として原パターンη を復元することになる．認識システムRECOGNITRONにより正

しく復元された場合，カテゴリC j は原パターンη が帰属するカテゴリとなっている．このように正

しく復元された場合，観測にかかったパターンϕ 内に存在している雑音，変形が完全に除去されて

いるといえよう． 
SS公理系（4axiom 1～4）を背景としたパターン復元機能を提案しており，本研究成果を取り入れこ

れまでの計算機シミュレーション［B36］，［B39］，［B40］をやり直すことができる（信頼性）． 
Shannonの情報理論［A15］，［A21］は， 
送信側の持っている平均的な不確定さに関し，受信側で取り去られる平均的な不確定さ（平均相互

情報量）（得られた平均的な情報量）を最大にすること 
を考え，得られたこの最大値を通信路容量（channel capacity）と称えている．送信できる最大の平均情

報量のことである．このシヤノン通信容量に対応するのが式（4.5）の 1C である． 
（付録Q終わり） 

 
付録R．多段階連想形認識システムRECOGNITRON >Φ=< BSCSMTB ,,, の動作概要 

 
多段階発想推理の働きによる表象付き連想形認識の働きはありとあらゆるパターン認識の働きを

再現でき，万能である［B3］． 
本付録Rでは，この万能性認識の働きを説明する．S.Suzukiの発見したカテゴリ帰属知識を解に持

つ連想形認識方程式（SS equation of associative recognition）の求解過程が多段階パターン認識過程であ

ることなどが明らかにされる． 
 
R1．カテゴリ帰属知識を変換する認識システムRECOGNITRON 
ある連想型認識方程式を解いている過程は，S.Suzukiが提唱した式（Q.1）の多段階連想形認識シス

テムRECOGNITRON >Φ=< BSCSMTB ,,, が入力パターン Φ∈ϕ を認識する過程であることなどが説

明される． 
 
R1.1 多段階パターン認識 

帰納推理の働きで多段階パターン変換（多段階発想推理） 

jtt TTJj ωϕϕ ≡→→→→→≡→∈∃ − ψψψψψ 1210)(, L  （R1.1） 
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を行い， 
① Φ∈ϕ に jTω に対応させ（ Φ∈ϕ から jTω を検索，或いは，連想し）， 
②入力パターン Φ∈ϕ を第 Jj∈ 番目のカテゴリC j に分類する（ Φ∈ϕ を認識する） 

という連想型認識処理（多段階パターン認識）を遂行する認識システムRECOGNITRON［B3］，［B4］
が，S.Suzukiにより考案されている． 
今少し詳しく説明しよう． 

 
R1.2 カテゴリ帰属知識空間 >Φ< J2,  
代数構造として加法演算が導入された集合Hは内積，ノルムを各々， ),(),,( ϕϕϕηϕ ≡ とするあ

る可分なヒルベルト空間としよう．2つの集合 J2,Φ は， 
（一） ⊂∋Φ )(0( H ) ：処理の対象とする問題のパターンϕ の集合（パターン集合） （R1.2） 
（二） }|{2 JJ ⊆≡ γγ ：（パターン Φ∈ϕ の帰属するかも知れない）カテゴリC j の添え字（カテゴリ

番号）を要素とするすべての部分集合（カテゴリ番号集合）の集合 （R1.3） 
としよう．集合 J2 の元は順序の付いた要素の並びとして，集合の今1つの表現であるリスト（list）と
して表されることがある． 

処理の対象とする問題のパターン Φ∈ϕ について， 
ϕ が，有限個のカテゴリC )( γ∈ii からなる集合 

C {)( ≡γ C }2| J
i i ∈∈γ  （R1.4） 

の内の何れか1つのカテゴリに帰属している可能性があるというカテゴリ事前知識 
 （R1.5） 

を認識システムRECOGNITRONが持っている場合，このカテゴリ事前知識を 
>< γϕ ,  （R1.6） 

と表わす．「認識システムが処理の対象とするパターンに対し持つカテゴリ事前知識」という概念は

S.Suzukiのパターン認識の数学的理論［B1］～［B4］が初めて提出したものである．順序対 >< γϕ,
はRECOGNITRONがパターン Φ∈ϕ についての持つカテゴリ帰属知識（categorical membership-
knowledge）と呼ばれる．すべての >< γϕ , の集まり 

),(2, >∋<>Φ< γϕJ  （R1.7） 
はカテゴリ帰属知識空間（space of categorical membership-knowledges）と呼ばれており，その代数的･

幾何学的･解析的な諸性質は既に明らかにされている［B3］，［B4］． 
 
R1.3 カテゴリ帰属知識空間 >Φ< J2, 上の同値関係 Δ= ，半順序関係

*
Δ≤ ，上限

*
Δ  

>Φ< J2, 上の同値関係 Δ= は 
μγηϕμηγϕ =∧=>⇔<>=< Δ ,,  （R1.8） 

と定義される． >Φ< J2, 上の半順序
*

Δ≤ の定義［B4］は少し込み入っているので，割愛される． 
半順序

*
Δ≤ に関するカテゴリ帰属知識の部分集合 )2,(, >Φ⊆<>ΓΨ< j の上限（supremun），或いは，最

小上界（least upper bound）は 
*

Δ >ΓΨ< ,  （R1.9） 
と表される． >ΓΨ< , が2つの元 >Φ>∈<<> j2,,,,{ μηγϕ からなる集合のときの 

*
Δ },,,{ ><>< μηγϕ  （R1.10） 

は， 
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>< γϕ, *
Δ >< μη,  （R1.11） 

と表されることがある． 
 
R1.4 構造受精変換と呼ばれる写像 >Φ>→<Φ< JJTTA 2,2,:)(μ  

カテゴリ番号リスト J2∈μ を助変数に持つ構造受精作用素（structural-fertilization operator）と呼ばれ

る写像 
Φ→Φ:)(μA  （R1.12） 

が，式（Q.6）の，1次独立な代表パターンモデル集合 Ω⋅T ，並びに， 
類似度関数 }1|{: ≤≤→Ω×Φ ssSM  （R1.13） 
大分類関数 }1,0{: →×Φ JBSC  （R1.14） 

を使って導入され，この )(μA の両側にaxiom 1を満たす式（Q.3）のモデル構成作用素T を配置した写

像 
Φ→Φ:)( TTA μ  （R1.15） 

を考えることができる．式（R1.15）の写像 TTA )(μ は，その定義域，値域がΦ である写像であるが，

類似度関数 SM ，大分類関数 BSC を使って定義されるカテゴリ選択関数（category-selection function） 
jjCSF 22: →×Φ  （R1.16） 

を導入し，定義域，値域がパターン空間Φではなく，カテゴリ帰属知識空間 >Φ< J2, である写像 
>Φ>∈<<>=< Δ

JTTA 2,,,)( λγϕμ ψ for >Φ>∈<< J2,,γϕ  （R1.17） 
に拡張できる．それには， 

>Φ>∈<∩∩<>=< Δ
JCSFTTATTA 2,),(,)(,)( γμϕϕγμγϕμ  

，where 
 ϕγμ TTA )( ∩=ψ  
 ),( γμϕλ ∩= CSF  
 （R1.18） 

と定義すればよくて，この結果，式（R1.15）の構造受精写像 Φ→Φ:)( TTA μ は，構造受精変換と呼ば

れる写像 
>Φ>→<Φ< JJTTA 2,2,:)(μ  （R1.19） 

に拡張される．式（R1.15）の写像 TTA )(μ はパターンをパターンへ変換するが，拡張された式（R1.19）
の写像 TTA )(μ はカテゴリ帰属知識をカテゴリ帰属知識へ変換することに留意しておく． 
 
R1.5 連想形認識結果の3分類 
第1階述語論理導出原理（resolution principle）による人工知能的問題解決［A10］は，結論を否定し

て矛盾を導き出すという後ろ向き推論（backward reasoning）を採用した「定理の証明過程」である．

S.Suzukiのパターン認識の数学的理論は，カテゴリ帰属知識を解に持つ連想形認識方程式を提案し，

パターンを認識する過程はこの連想形認識方程式の解（最小不動点解）を求める過程である．最小不

動点解を求める過程（求解過程）は定理の，上述の第1階述語論理による証明過程に対応する． 
認識システムRECOGNITRONは，連想形認識方程式の最小不動点解を求める形式で，初期状態の

カテゴリ帰属知識 >Φ>∈<< JT 2,,γϕ を多段階にわたり次第に変換して行き，通常の場合，最終的に

>Φ>∈<< J
j jT 2,][,ω に到達したとき，入力パターン Φ∈ϕ の連想形認識（多段階帰納推理によるパ

ターン認識）が終了する．この通常の場合，RECOGNITRONは， 
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入力パターン Φ∈ϕ は Φ∈jTω に再生され，第 Jj∈ 番目のカテゴリC j に帰属する （R1.20） 
という連想形認識結果を出力するこになる．この場合は， 
（1＃） （認識可能）入力パターン Φ∈ϕ の帰属するする候補カテゴリは唯1つのC j である事態 

をもたらしている．この認識可能事態の他に，次のR2.5節に説明されているように，（2＃）認識不能

事態，（3＃）認識不定事態の2つの事態が存在する． 
（1＃），（2＃），（3＃）が連想形認識結果を分類して得られたものである． 

 
R2．連想形認識方程式の求解過程としての多段階パターン認識過程 
多段階パターン認識（Q1.1節）はカテゴリ帰属知識を多段階にわたり変換して行くカテゴリ帰属知

識の後半で実現される．多段階にわたり変換されるカテゴリ帰属知識の前半では，入力パターンか

ら連想されるパターンモデルの系列が得られる．そして，連想形認識方程式の解を求めて行く求解

過程がカテゴリ帰属知識を多段階にわたり変換して行く過程である． 
この求解過程を説明しよう． 

 
R2.1 連想形認識方程式の多段階求解過程における初期作業記憶の設定 

処理の対象とする問題のパターン（入力パターン） Φ∈ϕ に関し， 
ϕT  belongs at least to one category C j of category-set C {)( ≡γ C }| γ∈jj  （R2.1） 

と，認識システムRECOGNITRONは知っているものとしよう．入力パターン Φ∈ϕ は同一知覚原理

に従い，そのモデル 
)( BB TRT Φ⋅∪Φ⋅=Φ∈ ++ϕ  （R2.2） 

に置き換えられている（式（Q.2）を参照）．それで，RECOGNITRONの持っているこのカテゴリ帰属知

識は， 
>Φ>∈<< JT 2,,γϕ  （R2.3） 

と表される．この >< γϕ,T をRECOGNITRONが行う認識作業（不動点を求める認識計算）での，最初

の作業記憶状態（初期条件）として採用しよう． J2∈γ をとすることは，RECOGNITRONが入力パ

ターン Φ∈ϕ の帰属するかもしれない候補カテゴリにつき全く無知であることを意味している． 
 
R2.2 連想形認識方程式の多段階求解過程と，その終了条件 
以上の準備の下で，実は，カテゴリ番号リスト J2∈μ を帰納推理の働きで選んだ後，連想形認識

方程式 
><>=< Δ γϕλ ,, Tψ

*
Δ >Φ>∈<<⋅ JTTA 2,,)( λμ ψ  （R2.4） 

を解く過程の典型的なものが，多段階発想推理認識システムRECOGNITRON［B3］，［B4］が原パ

ターン Φ∈ϕ を認識する過程（カテゴリ帰属知識の多段階にわたる変換過程） 
><><><><>< −− tttt λλλλλ ,,,,,,,,,, 11221100 ψψψψψ L  （R2.5） 

where 
>Φ>∈<<>=< Δ

JT 2,,, 00 γϕλψ （initial condition） （R2.6） 
ttsTA ssss ,1,,2,1,,,)( 11 −=><>=< Δ−− Lλλμ ψψ （recursive process） （R2.7） 

である．カテゴリ帰属知識の多段階にわたる変換過程での終了条件（terminal condition）は，不動点方

程式（fixed-point equation） 
><>=< Δ ttttTTA λλμ ,,)( ψψ  （R2.8） 
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の成立であり，このカテゴリ帰属知識 >Φ>∈<< J
tt 2,,λψ が連想形認識方程式（R2.4）の，半順序関係

*
Δ≤ に関し最小の不動点（least fixed-point）としての解である． 

 
R2.3 類似度関数 SM に関する直交条件の下で，エネルギー不等式の成立 

このとき， >< γϕ, のエネルギー（SSポテンシャル;SS-potential） 
+→×Φ RE J2:),( γϕ （非負実数全体の集合） （R2.9） 

を定義すれば，類似度関数 SM に関する直交条件［B4］の下で，エネルギー不等式 
ttsEE ssss ,1,,2,1),,(),( 11 −=≥−− Lλλ ψψ  （R2.10） 

が成立する． 
 
R2.4 類似度関数 SM に関するミックスチュア条件の下で，エネルギー不等式の成立 

類似度関数 SM に関するミックスチュア条件［B4］の下で， 
><>=<∈∃ Δ ][,,, jTJj jtt ωλψ  （R2.11） 

が成立し（認識可能事態），このとき，RECOGNITRONにより，入力パターン Φ∈ϕ は 
（1％） jTω として再生され（パターン連想）， 
（2％） 第 Jj∈ 番目のカテゴリC j に分類・認識される 

ということになる． 
 
R2.5 直交条件，ミックスチュア条件の一つが成立している類似度関数 SM を採用している場合の

多段階認識 
直交条件が成立していない類似度関数 SM を採用している >Φ=< BSCSMTB ,,, においては，入力

パターン Φ∈ϕ の多段階連想形認識過程が有限の段階で終了するとは限らない．直交条件が成立し

ていれば，多段階連想形認識過程が有限の段階で終了する．また，ミックスチュア条件が成立して

いない類似度関数 SM を採用している >Φ=< BSCSMTB ,,, においては，入力パターン Φ∈ϕ の多段階

連想形認識過程が循環過程になることがあり，有限の段階で終了した場合でさえ， 
（2＃） （認識不能） 

><>=<∈∃ Δ φλ ,0,, ttJj ψ  （R2.12） 
が成立している事態，つまり， 
入力パターン Φ∈ϕ の帰属するする候補カテゴリは唯1つも存在しない事態 
（3＃） （認識不定） 

><>=<≥∈∃ Δ ][,,),2(,,, 42121 jjjpJjjj tttp LL ψψ λ  （R2.13） 
が成立している事態，つまり， 
入力パターン Φ∈ϕ の帰属するする候補カテゴリは複数個存在する事態 

のいずれかが生じることがある． 
 
R2.6 直交条件，ミックスチュア条件が共に成立していない類似度関数 SM を採用している場合の

多段階認識では振動過程，或いは周期2以上の循環過程になることがある 
類似度関数 SM がaxiom 2を満たしていても，式（Q.1）のRECOGNITRON >Φ=< BSCSMTB ,,, は，

不動点方程式（R2.8）が成立する認識段階番号 ),2,1,0( L=t が存在しなくて，式（R2.5）の認識過程の代

りに， 
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LL ,,,,,,,,,,,,,,, 111111221100 ><><><><><><>< ++++−− tttttttt λλλλλλλ ψψψψψψψ  （R2.14） 
というように，振動過程，或いは周期2（以上）の循環過程となることがある［B40］.axiom 2を満たし

ている類似度関数 SM が直交条件，ミックスチュア条件を共に満たしていなくて，入力パターン

Φ∈ϕ のモデル Φ∈ϕT が式（Q.6）の代表パターンモデル集合 Ω⋅T 内のいずれの代表パターンモデル

Ω⋅∈TT jω からも大きく変形している場合である． 
 
R2.7 多段階発想推理の働きによる表象付き連想形認識（多段階パターン認識） 

以上，RECOGNITRONが， BSCSMT ,, を使い，入力パターン Φ∈ϕ のモデル Φ∈ϕT と， Φ∈ϕ が

帰属する候補カテゴリのリスト J2∈γ （式（R2.3）を参照）を多段階にわたり変形しながら（式（R2.5）を
参照），入力パターン Φ∈ϕ を認識することが説明された． 

連想型認識システムRECOGNITRONに内蔵されている多段階発想推理の働きによる表象付き連想

形認識（多段階パターン認識）の働きが簡単に説明された．ここで，表象（representation）とは，多段階

帰納推理の各段階で得られるカテゴリ帰属知識の前半で示されているパターンモデルのことであっ

た．この表象（パターンモデル） )0( tss ≤≤Φ∈ψ の列（式（R2.5）を参照） 
Φ∈− tt ψψψψψ ,,,,, 1210 L  （R2.15） 

を，各表象 )0( tss ≤≤Φ∈ψ が帰属する候補カテゴリ )0(2 tsJ
s ≤≤∈λ の列（式（R2.5）を参照） 

J
tt 2,,,,, 1210 ∈− λλλλλ L  （R2.16） 

に関連させて，分析することで，例えば，誤認識に至る諸原因を検討する余地が生まれる． 
（付録R終わり） 

 
付録S．2つの情報容量 ):(),:( ηϕηϕ CC ′′′ の再表現 

 
本付録Sでは， ∈ϕ Hから ∈η Hへ向かう間の角を )()0( πθ ≤≤ とすると， 2つの情報容量

):(),:( ηϕηϕ CC ′′′ が各々，
θ

ηϕ
sin

1log):( eC =′ ，
θ

ηϕ
cos

1log):( eC =′′ と表現されることなどが証明さ

れる． 
パターンϕ の中に，パターンη が含まれている程度は，情報容量 

):( ηϕC′
η

ηη
ηϕϕ

ϕ

⋅−
≡

),(
),(

loge  （S.1） 

 但し 0=⋅ ηϕ のとき， ∞≡
⋅− η

ηη
ηϕϕ

ϕ

),(
),(

loge  （S.2） 

として，計量される．また，パターンϕ の中に，パターンηが含まれていない程度は，情報容量 

):( ηϕC ′′
η

ηη
ηϕ

ϕ

⋅
≡

),(
),(

loge  （S.3） 

 但し 0=⋅ ηϕ のとき， 0

),(
),(

log ≡
⋅η

ηη
ηϕ

ϕ
e  （S.4） 
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として，計量される． 
次の定理S1は，2つの情報容量 ):(),:( ηϕηϕ CC ′′′ がの関数として表わされることを明らかにしたも

のである． 
［定理S1］（2つの情報容量 ):(),:( ηϕηϕ CC ′′′ の再表現定理1） 

∈ϕ Hから ∈η Hへ向かう間の角を )()0( πθ ≤≤ とすると， 

（1*） 
θ

ηϕ
sin

1log):( eC =′  （S.5） 

（2*） 
θ

ηϕ
cos

1log):( eC =′′  （S.6） 

［定理S1の系1］（2つの情報容量 ):(),:( ηϕηϕ CC ′′′ の拘束定理） 
Φ∈∀∀ ηϕ, ， .1)]:(2exp[)]:(2exp[ =′′⋅−+′⋅− ηϕηϕ CC  （S.7） 

［定理S1の系2］（2つの情報容量 ):(),:( ηϕηϕ CC ′′′ の再表現定理2） 

（1**） ):( ηϕC′ ( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⋅
−⋅−=

2
,1log

2
1

ηϕ
ηϕ

e  （S.8） 

（2**） ):( ηϕC ′′
2

),(log
2
1

ηϕ
ηϕ
⋅

⋅−= e  （S.9） 

（証明） （1*）の証明： 0=⋅ ηϕ のとき， 0=θ であるから， 0sin =θ である．よって， 

∞=
θsin

1loge ):( ηϕC′=  （S.10） 

である．以後， 0>⋅ ηϕ としよう． cを複素定数として，また， [ ]LRe を…の実部の意として， 
( )[ ]ϕηηϕηϕ ,Re22222
⋅⋅−⋅+=⋅− ccc  （S.11） 

が成り立つから，  
( )
( )ηη

ηϕ
,
,

=c  （S.12） 

とおくと， 

( )
( )

( )
2

2
2

2 ,
,
,

η

ηϕ
ϕη

ηη
ϕϕϕ −=⋅−  （S.13） 

が成り立つことがわかる． 1sin0 ≤≤ θ であるから， 

):( ηϕC′ 2

2

),(
),(

log
2
1

η
ηη
ηϕϕ

ϕ

⋅−

⋅= e  Q 式（S.1） 

( )

2

2

2
2 ,

log
2
1

ϕ

η

ηϕ
ϕ −

⋅−= e  Q 式（S.13） （S.14） 

( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⋅
−⋅−=

2
,1log

2
1

ηϕ
ηϕ

e  （S.15） 

[ ]2cos1log
2
1 θ−⋅−= e  
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θ2sinlog
2
1

e⋅−=  

θsin
1loge=  

（2*）の証明： 0=⋅ ηϕ のとき， 0=θ であるから， 1cos =θ である．よって， 

0
cos

1log =
θe ):( ηϕC ′′=  （S.16） 

である．以後， 0>⋅ ηϕ としよう． 1sin1 ≤≤− θ であるから， 

):( ηϕC ′′
η

ηη
ηϕ

ϕ
⋅⋅

=

),(
),(1

1loge  Q 式（S.3） 

η
ϕηη

ηϕ 1
),(
),(

1log
⋅

= e  （S.17） 

ηϕ
ηϕ
⋅

=
),(

1loge  （S.18） 

θcos
1loge=  

（定理S1の系1の証明） 2式（S.5），（S.6）より， 
)]:(exp[sin ηϕθ C′−=  （S.19） 

)]:(exp[cos ηϕθ C ′′−=  （S.20） 
を得，この2式（S.17），（S.18）を 1cossin 22 =+ θθ に代入すれば，式（S.7）が得られる． 
（定理S1の系2の証明） 
式（S.8）は式（S.15）より明らか． 
式（S.9）は式（S.18）を変形したものである． □ 

（付録S終わり） 
 
付録T．パターン )0(≠ϕ ∈Hの内に含まれる最大のパターン )0(≠η ∈H成分とは？ 

 
本付録Tでは，パターン )0(≠ϕ ∈Hの内に含まれる最大のパターン )0(≠η ∈H成分について検討す

る． 
2つのパターン )0(, ≠ηϕ について，ノルム距離 ηϕ ⋅− a の自乗 

02
≥⋅− ηϕ a  （T.1） 

が最小となる複素定数 aが求められたとき， η⋅a はϕ に最も近いパターンであるといえる．このと

き， )0(≠ϕ ∈Hの内に含まれる最大のパターン )0(≠η ∈H成分であるといわれる． 
最大のパターン成分 η⋅a を決定するために，先ず，次の補助定理T1を証明しよう． 

［補助定理T1］（ノルム距離の自乗
2ηϕ ⋅− a の，複素パラメータ aの2次関数による表現定理） 

2つの任意のパターン )0(, ≠ηϕ と任意の複素定数 aについて， 
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=⋅−≤
20 ηϕ a ( ) ( )

2

2222

2

2 ,,
η

ηϕηϕ

η
ηϕη

⋅−
−−⋅ a  （T.2） 

（証明） ( ) ( )
2

2222

2

2 ,,
η

ηϕηϕ

η
ηϕη

⋅−
−−⋅ a  

( ) ( ) ( )
2

222

22

2 ,,,
η

ηϕηϕ

η
ϕη

η
ηϕη

⋅−
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⋅= aa  Q ( )ϕη, ),( ηϕ=  （T.3） 

( ) ( ) ( ) ( )
2

222

4

2

22

22 ,,,,
η

ηϕηϕ

η

ηϕ

η
ηϕ

η
ϕηη

⋅−
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⋅−⋅−⋅= aaa  

( ) ( ) ( ) ( )
2

222

2

2
22 ,,

,,
η

ηϕηϕ

η

ηϕ
ηϕϕηη

⋅−
−+⋅−⋅−⋅= aaa  

( ) ( ) 222 ,, ηηϕϕηϕ ⋅+⋅−⋅−= aaa  
( )ηϕηϕ ⋅−⋅−= aa ,  

02
≥⋅−= ηϕ a  □ 

次の定理T1は，パターンϕ に含まれる最大のパターン成分ϕ′により，パターンϕ を直交・直和分

解したものである． 
［定理T1］（パターンϕ に含まれる最大のパターン成分ϕ′による直交・直和分解定理） 
（1&） パターン 

( )
( ) ηηη

ηϕϕ ⋅≡′
,
,  （T.4） 

が， )0(≠ϕ ∈Hの内に含まれる最大のパターン )0(≠η ∈H成分である． 
（2&） )0(≠ϕ ∈Hからこの最大成分ϕ′を取り去って得られるパターン 

( )
( ) ηηη

ηϕϕϕϕϕ ⋅−=′−≡′′
,
, ∈H （T.5） 

は， 
0),( =′′ ηϕ  ∴ 0),( =′′′ ϕϕ  （T.6） 

が成り立つ意味で， )0(≠η ∈Hに直交している．つまり，パターンϕ の直交・直和分解 
ϕϕϕ ′′+′= 0),( =′′′∧ ϕϕ  （T.7） 

が成り立つ． 
（3&） ϕϕϕϕ ≤′′∧≤′  （T.8） 

（証明） （1&）の証明：ϕ からη へ向かう ηϕ , 間の角を )()0( πθ ≤≤ とする． 

ηϕ
ηϕθ
⋅

=
),(cos  （T.9） 

であるから， 

( ) 2222 |cos|1|,| θηϕηϕηϕ −⋅⋅=−⋅  

θηϕ sin⋅⋅=  Q 1sin0 ≤≤ θ  （T.10） 
であり， 
aを複素定数として，

2ηϕ ⋅− a が 
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( ) ( )
( )ηη

ηϕ
η
ηϕ

,
,,

2 ==a  （T.11） 

の時，最小値 

( )
θϕ

η

ηϕηϕ 22

2

222

sin
,

⋅=
⋅−

−  （T.12） 

を持つ 
ことが補助定理T1の等式から，明らかとなり，よって，（1&）が成り立つことがわかる． 

（2&）の証明： =′′ ),( ηϕ ( )
( )

( )
( ) 0),(

,
,),(),

,
,( =⋅−=⋅− ηη

ηη
ηϕηϕηη

ηη
ηϕϕ  （T.13） 

を得る．よって， 

=′′′ ),( ϕϕ ( )
( )

( )
( ) 0),(

,
,),

,
,( =′′⋅=′′⋅ ϕη

ηη
ηϕϕη

ηη
ηϕ  （T.14） 

も得られる． 
（3&）の証明： 

0),( =′′′ ϕϕ ϕϕϕϕ ≤′∧≤′′⇒  （T.15） 
を示そう． 

( ) ( )ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ ′′′′+′′=′′+′′′+′=≤ ,,),(0 2  
},max{ 2222 ϕϕϕϕ ′′′≥′′+′≤  （T.16） 

を得，これから明らか． □ 
（付録T終わり） 

 
付録U．Shannonの相互情報量から眺めた包含情報量 ),( ψTTI ϕ  

 
本 付 録 U で は ， 式 （ S.8 ） の 情 報 容 量 ):( ηϕC′ に 注 目 し ， 本 論 文 の 包 含 情 報 量

),(),(0 ψψ TcTCTcTI ⋅′≡⋅ ϕϕ を考えてみよう．非零定数 )0(≠c を導入し， ),(0 ψTcTI ⋅ϕ がパターンモ

デル ϕT の， ψT の非零定数 )0( ≠= c 倍成分 ψTc ⋅ を持つ直交分解から導かれる． ψTc ⋅ を， ϕT 内に

含まれている最大の ψT 成分に選ぶと， ),(0 ψTcTI ⋅ϕ は，Shannon相互情報量 ),( YXI と同じ意味合い

を備えている ),( ψTTI ϕ となる事実が指摘される．パターン認識の数学的理論としてのSS理論［B3］，
［B4］が，通信の数学的理論であるShannon情報理論と対応をもってくる枠組の一端が露呈すること

になる． 
 
U1．包含情報量 ),(0 ψTcTI ⋅ϕ の導出 
ある1つの非零定数 )0(≠c を導入して，包含情報量 ),(0 ψTcTI ⋅ϕ の公式を，パターンモデル ϕT の，

ψT の非零定数 )0( ≠= c 倍成分 ψTc ⋅ を持つ直交分解から導いてみよう． 
パターンモデル ϕT を，ある1つの非零定数 )0(≠c を導入し，2条件」 

ηϕ +⋅= ψTcT  （U.1） 
0),( =ηψT  （U.2） 

を満たすように，2成分 ∈⋅ η,ψTc Hに直交分解する．直交式（U.2）が満たされるためには，非零定数

)0(≠c は特別の値でなければならない．以下，この事態を説明しながら，包含情報量 ),(0 ψTcTI ⋅ϕ の

公式を，導く． 
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ϕT を式（U.1）の如く表現する時，誤差はη である．この誤差η のノルム η の自乗
2η を最小にす

ることを考えよう．この解答は次の定理U1で与えられる． 
［定理U1］（パターンモデル ϕT の直交分解定理） 

2式（U.1），（U.2）によるパターンモデル ϕT の直交分解表現における誤差η のノルムの自乗
2η を

最小ならしめる非零定数 )0(≠c は， 

( )
),(

,
ψψ

ψ

TT
TTc ϕ

=  （U.3） 

と与えられ，この時の誤差η を minη と表現すれば，2式（U.1），（U.2）の再表現として，パターンモデ

ル ϕT の直交分解 
( ) 0),(

),(
,

minmin =∧+⋅= ηηϕϕ ψψ
ψψ

ψ TT
TT
TTT  （U.4） 

が成立する． 
（証明） ( )ψψψ TcTTcTTcT ⋅−⋅−=⋅−= ϕϕϕη ,22  （U.5） 

が最小になるとすれば， c を cの複素共役として， 

)][,(),][(0
2

c
TcTTcTTcT

c
TcT

c ∂
⋅−∂

⋅−+⋅−
∂

⋅−∂
=

∂

∂
=

ψ
ψψ

ψ ϕϕϕϕη
 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅−
∂

⋅−∂
= ψ

ψ TcT
c
TcT ϕϕ ,][

 Q 0=
∂
∂
c
c  

),( ψψ TcTT ⋅−= ϕ  （U.6） 
∴ ),(),(),(0 ψψψψψ TTcTTTTcT ⋅−=⋅−= ϕϕ  

を得，式（U.3）が成立することがわかる．よって，この式（U.3）を式（U.1）に代入すれば，式（U.4）の
前半が得られ，式（U.4）の前半から得られる最小誤差 

ψTcT ⋅−= ϕηmin ，where ( )
),(

,
ψψ

ψ

TT
TTc ϕ

=  （U.7） 

を式（U.6）に代入すれば，式（U.4）の後半である直交式が得られる． □  

ここで，パターンモデル ϕT のノルム ϕT と最小誤差 minη のノルム minη とのノルム比
minη
ϕT

の自

然対数 

min

log
η
ϕT

e  （U.8） 

を ϕT 内に
( )

ψ
ψψ

ψ T
TT
TT

⋅
),(

,ϕ
が含まれる程度を表わす情報量であるといい，式（U.4）を考慮して， 

( )
ψ

ψψ

ψ
ψ

ψψ

ψ
ψ

T
TT
TTT

TT
T

TT
TTTITTI ee

⋅−
=≡⋅≡

),(
,

loglog)
),(
),(,(),(

min
0 ϕϕ

ϕ
η
ϕϕϕϕ  （U.9） 

と表わす．改めて， 
),( ψTTI ϕ は ϕT 内に ψT が含まれる程度を表わす情報量である （U.10） 

と，解釈し直す． 
このとき，包含情報量 ),( ψTTI ϕ は次の定理U2で式（U.11）の如く具体的に表わされる． 

［定理U2］（包含情報量 ),( ψTTI ϕ の表現定理） 
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]),(1[log
2
1),(

2

ψ

ψ
ψ

TT
TTTTI e ⋅

−⋅−=
ϕ
ϕϕ ． （U.11） 

（証明） 先ず， 
0),( 32321 =∧+= ϕϕϕϕϕ  （U.12） 

の時， 
2

3
2

2
2

1 ϕϕϕ +=  （U.13） 
が成立することを，2式（U.3），（U.4）に適用すれば， 

2
min

22 ηϕ +⋅= ψTcT ，where ( )
),(

,
ψψ

ψ

TT
TTc ϕ

=  （U.14） 

が得られる．よって， 
222

min ψTcT ⋅−= ϕη  
222

ψTcT ⋅−= ϕ  

 ∴ 2

2
2

2

2
min 1

ϕϕ

η

T

T
c

T

ψ
⋅−=  

  2

2

4

2),(
1

ϕ

ϕ

T

T

T

TT ψ

ψ

ψ
⋅−=  

  

2
),(1
ψ

ψ

TT
TT
⋅

−=
ϕ
ϕ  （U.15） 

が成立し，この式（U.15）を包含情報量 ),( ψTTI ϕ の定義式（U.9）から得られる公式 

2

2
minlog

2
1),(

ϕ

η
ϕ

T
TTI e⋅−=ψ  （U.16） 

に代入すれば，所要の式（U.11）が得られる． □  
 
U2．Shannonの相互情報量 ),( YXI との対応 

Shannonの情報理論{A15}，［A21］では， 
（平均的な）不確定さを表す情報量＝事象の生起確率の逆数の対数の平均値 

という設定の下で，（平均的な）相互情報量 ),( YXI が考えられており，この ),( YXI には． 
),( YXI  

＝［送信側で送信信号の集合 X に存在する（平均的な）不確定さを表す情報量］ 
―［受信側で受信信号の集合Y を受け取っても， X に存在する（平均的な）不確定さを表す情報

量］ 
＝受信側で受信信号の集合Y を受け取ることにより，送信信号の集合 X から取り去られた（平均

的な）不確定さを表す情報量］ 
という意味がある． 

ϕT が ψT に最大限歪んでいる場合とは， ϕT が ψT に直交していることをいう． 
≡0S 最大の歪＝ 

ϕT が ψT に最大限歪んでいる場合の， ψTT ,ϕ を2辺とする平行四辺形の面積 ψTT ⋅ϕ  
 （U.1） 
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ϕT から ψT へ向かう ψTT ,ϕ 間の角を )()0( πτ ≤≤ とすると， 
≡S 実際に起こっている歪＝ ψTT ,ϕ を2辺とする平行四辺形の面積 τϕ sin⋅⋅ ψTT  （U.2） 

≡I
τsin

1loglogloglog 0
0 eeee S

SSS ==−  （U.3） 

は， ϕT が ψT に全く歪んでいない場合に至らない迄の，余裕の対数歪（極限まで変形していない余

裕の対数歪み量）を表わしていることがわかる． I は，正に，Shannon相互情報量 ),( YXI と同じ意味

合いを備えていることになる．この I は， ϕT が ψT を含んでいる程度を表す情報量（包含情報

量;amount of information of ηT  contained in ϕT ） 

]),(1[log
2
1),(

2

ψ

ψ
ψ

TT
TTTTI e ⋅

−⋅−=
ϕ
ϕϕ  

に一致することがわかる． 
 

 

実際の対

数歪み量 

最大の対数

歪み量 

極限まで変

形していな

い余裕の対

数歪み量 
 

 
図U.1 極限まで変形していない余裕の対数歪み量 

Fig.U.1  Amount of logarithm room warp not transformed to the utmost limit 
 

（付録U終わり） 
 

付録V．3重外積の，剰余による表現 
 
付録Oの定理O1の式（O.5）から明らかであるが，念のため，直接，証明してみよう． 
式（3.5）の添え字集合 ),,2,1( nkLk L= に注意しておく．次の定理V1は付録Oの式（O.4）の右辺を具体

的に計算したもである． 
［定理V1］（3重外積の，剰余による表現定理） 

)(
],[

1
><⊗><⊗><⋅

><><
>≡<′′ kkk

kk
k ηϕη

ηη
ϕ  （V.1） 

について， 

−><>=<′′ kk ϕϕ ],[
],[

1
><><⋅><⋅

><><
kkk

kk
ηϕη

ηη
 （V.2） 
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［定理の系1］（3重外積の，成分表現定理） 

∑
∈

⋅>=<
kL

ck
l

ll ψϕ  （V.3） 

∑
∈

⋅>=<
kL

dk
l

ll ψη  （V.4） 

とすると， 

（ⅰ） −>< kϕ ],[
],[

1
><><⋅><⋅

><><
kkk

kk
ηϕη

ηη
 

∑∑ ∈
∈

⋅⋅=
k

k

L
L

f
d l

ll

l
l

ψ2

1  （V.5） 

ここに， 

qq
q

Lq dc
dc

df
k

ll

l ⋅≡ ∑
∈

 （V.6） 

（ⅱ） )(
],[

1
><⊗><⊗><⋅

><><
>≡<′′ kkk

kk
k ηϕη

ηη
ϕ  

 ⋅=
∑
∈ kL

d
l

l

2

1  

 ][
1313

2323
3

33

2323
13

33

1313
23

−−

−−−−
−

−−
− −

⋅+⋅−
−

⋅
kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k ud

ud
ud
ud

ud
ud

ψψψ  （V.7） 

 ，where 

 
kk

kk
k dc

dc
u

33

1313
23

−−
− ≡  （V.8） 

 
kk

kk
k dc

dc
u

33

2323
13

−−
− ≡  （V.9） 

 
1313

2323
3

−−

−−≡
kk

kk
k dc

dc
u  （V.10） 

（定理V1，並びに，その系1の証明）先ず，系1を証明する．（ⅰ）については， 

],[
],[

1
><><⋅><⋅

><><
−>< kkk

kk
k ηϕη

ηη
ϕ  （V.11） 

∑∑
∑

∑
∈

∈

∈

∈

⋅⋅
⋅

−⋅=
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k

k

k L
Lq
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Lp
pp

L

d
d

dc
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l
ll

l
ll ψψ 2  

ll
l

l ψ⋅⋅
⋅

−=
∑
∑

∑
∈

∈

∈

][ 2 d
d

dc
c

k

k

k
Lq

q

Lp
pp

L

 

ll
l

l ψ⋅⋅⋅−⋅= ∑∑ ∑∑ ∈∈ ∈

∈

])([1 2
2 ddcdc

d kk k

k

Lp
pp

L Lq
q

Lq
q
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ll
l

l ψ⋅⋅⋅−⋅= ∑∑ ∑∑ ∈∈ ∈
∈

])([1 2
2 ddcdc

d kk k

k

Lq
qq

L Lq
q

Lq
q
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l
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l

l ψ⋅= ∑∑ ∈
∈
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L
Lq

q

f
d 2

1  （V.12） 

と，示された．次に，（ⅱ）については， 
><⊗>< kk ηϕ  

kkk

kkk

kkk

dc
dc
dc

33

131313

232323

ψ

ψ

ψ

−−−

−−−

=  

kkkkkk uuu 3313132323 ⋅+⋅−⋅= −−−− ψψψ  （V.13） 

であるから， 

)(
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><⊗><⊗><⋅

><><
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ηη
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⋅=
∑
∈ kL

d
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1  
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2323
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2323
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1313
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⋅
kk
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k ud
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ud
ud
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を得，示された． 
本定理を証明しよう． 

】【 ],[
],[

1],[ ><><⋅><⋅
><><

−><⋅><>< kkk
kk

kkk ηϕη
ηη

ϕηη  

)( ><⊗><⊗><= kkk ηϕη  （V.15） 
を示せばよい．つまり，系1の2表現（ⅰ），（ⅱ）を使い，左辺，右辺の kkk 31323 ,, ψψψ −− の係数が一致す

ることを示せばよい． 
（1#） 左辺，右辺の 23 −kψ の係数が一致することを示す． 
左辺の 23 −kψ の係数 23 −kf  

qq

kk
q

Lq dc
dc

d
k

2323 −−

∈

⋅= ∑  

kk
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d
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133313 −− ⋅+⋅= kkkk udud  
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ud
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1313 −− −
=  
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=右辺の 23 −kψ の係数 （V.16） 
（2#） 左辺，右辺の 13 −kψ の係数が一致することを示す． 
左辺の 13 −kψ の係数 13 −kf  

qq

kk
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Lq dc
dc

d
k

1313 −−
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233323 )( −− ⋅+−⋅= kkkk udud  
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ud
ud
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2323 −−−=  

=右辺の 13 −kψ の係数 （V.17） 
（3#） 左辺，右辺の k3ψ の係数が一致することを示す． 
左辺の k3ψ の係数 kf3  

qq
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q

Lq dc
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d
k

33⋅= ∑
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=右辺の k3ψ の係数 （V.18） 
 □ 

 
（付録V終わり） 

（著者 鈴木昇一，論文題目 新しいパターン外積演算と，発想推論に役立つ異種想起の働き，文教

大学情報学部情報研究no. 投稿論文，投稿年月日 2007年3月28日（水）） 
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