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あらま し

高次認知機能における推論は、記号列によってなされていると想定すると都合がよい。マルチ

メディア時代 に突入 し、マルチメディアの進化形 としての知能情報メディアが取 り沙汰される現

在、記号列 とパターンとの2大 情報表現を統合する手法の確立が望 まれるようになってきた。本

研究の目的は、記号列情報処理 と同様に精密な推論技術に役立つ1つ の論理表現の要素を確保す

るため、1つ の概念 はプール関数で符号化 されることを勘案 し、月本に啓発され、非単調命題論

理における論理関数(命題;真理関数)をパターンとみな し、2つ の命題の間に或る種の内積 を導入

し、命題間の距離、命題の持つ情報量 を提案 しそいる。月本論文では、剰余類 の作 も線形空間、

並 びに、線形空間の完備化 としてのヒルベル ト空間(剰余類の作る空間の完備化)な どに言及 してい

ないが、本論文では、この不備を補っている。

得 られた完全正規直交系 を使 って、SS理 論における3種 類のパターンモデル を構成 しでいる。

このパ ターンモデルTψ は原パターンψの持つ論理構造を簡略化表現 してお り、モデル構成作用

素と呼ばれる作用素Tを 使用 し、ニューラルネットも構成できる。

本研究によって、命題記号論理 をパ ターン認識分野でのパターンで取 り扱 うことが可能となった。

キーワー ド

マルチメディア 知能情報メディア 真理関数 情報量

モデル構成作用素 非単調論理.ニ ューラルネット

                          Abstract 

 An idea of that an inference in higher-level cognition has been performed using strings has good reason to 

explain faculties of intelligent information-processing. Two major information-representations by both 

strings and patterns should be integrated at the present period of intelligent information media. 

 Tsukimoto's paper started me writing this paper. This paper aims at securing a primitive component for 

logical representation in a higher-level cognitive function in order to serve to make an inference as precisely
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as symbolic inference.Notice that a concept can be coded with a truth function.In this paper, We regard as a 

pattern a truth function in non-monotonic propositional logic. A kind of inner product between two 

propositions is thought out. A distance between two propositions and an amount of information owned by 
the proposition can be defined Tsukimoto does not make mention of a linear space which consists of residue 

classes and a Hilbert space as a completion of the linear space. We shall supplement defective descriptions 

in Tsukimoto's paper. 

 Three kinds of pattern-model proposed by S.Suzuki is constructed using a complete orthonormal system 

in the obtained Hilbert space. A pattern-model TcP can represent a corresponding logical structure of the 

original pattern ~P in a simplified form. Moreover It is referred that neural networks are obtained by operator 

T called model-construction operator. 

 This investigation enables us to treat with a symbolic logic among propositions by means of patterns in 

the field of pattern-recognition. 

 Key words intelligent information media truth function amount of information model-

construction operator non-monotonic propositional logic neural net

1.前 書 き

知 覚 、 記 憶 、 学 習 、 推 論 な どの 働 きが 認 知(c・gnitron)で あ る 。.高次 認 知 機 能 に お け る推 論 は、

記 号 列 に よ っ て な され て い る と、 想 定 す る と、 見 掛 け上 説 明 が つ くこ とが 多 い 。

本 研 究 の 目的 は 、 記 号 列 情 報 処 理.[1],[29],[30]と 同 様 に精 密 な推 論 技 術 に役 立 つ1つ の論

理 表 現 の 要 素Tψ を確 保 す る こ とで あ る。.

知 識(㎞owledge).は 通 常 、 変 形 が 全 く許 さ れ な くて 任 意 に そ の意 味(概 念;concept)を 付 与 可

能 な記 号 列(astringofsymbols)で 表 さ れ 、情 報 の.ディ.ジタ ル表 現(離 散 表 現)で あ る。 一 方 、 文

字(character)、 画 像(image)、 音 声(speechsound)は 通 常 、 あ る程 度 変 形 して も、 ま た 、 あ る種

の 座 標 変 換 後 で も、.更に、 あ る程 度 の 雑 音 が 重 畳 して も、 そ の 意 味(類 概 念;category)が 保 存 さ

れ る 性 質 の あ るパ タ ー'ン(pattern)と し て表 現 さ れ 、 通 常 情 報 の ア ナ ロ グ 表 現(連 続 体 表 現)で

あ る 。 記 号 列 に よ る知 識 推 論 処 理 技 術[1]と パ ター ン に よ る 認 知 情 報 処 理 技 術[2]と は対 立 す

る 多 数 の 思 想 に基 づ い て各 々 、 確 保 さ れ て い る け れ ど も、 マ ル チ メ デ ィ ア 時 代 に 突 入 し、 マ ル チ

メ デ ィア の 進 化 形 と して の 知 能 情 報 メデ ィア が 取 り沙 汰 さ れ る 現 在[3]、 記 号 列 とパ タ ー ン との2

大 情 報 表 現 を統 合(integration)す る 手 法 の 確 立 が 望 ま れ る よ う に な っ て きた[4]。

1つ の 概 念 は 、 言 語 命 題(languageproposition)の1種 と して の プ ー ル 関 数 で 符 号 化 さ れ る こ と

[5]は 、.以 下 の 英 文 で 説 明 され る:

F・・each・ ≧1,1・t{xl,・、,…,・。}d・n・tea・et・f・B・ ・leanfe・t・・e・andU。d。n。t。th,、et{0 ,1}・ 。f。ll

assignmentstothesefeatures(thesetofinstances).AconceptcisasubsetofUn(i .e.,allpositiveinstances

ofc).ABooleanformulafrepresentsaconceptciff(x)=1forallxEcandf(x)=Ootherwise[3] .

0

パ タ ー ン情 報 処 理 、 言o号列 情 報 処 理 、 数 値 情 報 処 理 に於 け る 各 種 技 術 を、 可 能 な 限 り、 パ タ ー

ン情 報 処 理 に於 け る 統 一 原 理 で再 現 して み よ う、 とい う考 え が 在 る[6] ,[7],[8]。 三 ユ ー」ラ ル

ネ ッ ト理 論 な ど も この 方 向 に 向 きつ つ あ る と見 え ない こ と は な い[10]。 記 号 列 の 関係 に一 定 の 制
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約 を 設 け た"概 念 を 節 点 に 、 概 念 間 の 関係 を枝 に対 応 付 け る こ と に よ っ て 得 ら れ る グ ラ フ、 つ ま

り、 意 味 ネ ッ トワ ー ク(semanticnetwork)"で 事 象 記 述 を 行 い 、 この 意 味 ネ ッ トワ ー ク に よ る知 識

検 索 処 理 に 相 互 結 合 形 の ニ ュ ー ラ ル ネ ッ トを構 成 され て い る し[9]、 記 号 列 に よ る推 論 は一 部 、

ニ ュ ー ラル ネ ッ トで代 行 され る可 能性 が 見 え て きた の で あ る[10] ,[11]。

さ て 、公 理 の 集 合A,Bか ら証 明 され る定 理 全 体 の 集 合 を各 々 、Th(A),Th(B)と す れ ば、

単 調 性

A⊆Bな らば 、Th(A)⊆Th(B)

が 成 り立 つ 通 常 の論 理 とは 異 な り、 こ の 単 調 性 が 必 ず し も成 り立 た な い論 理 で 、

論 理 式Bに 対 し、 仮 説rか らの演 繹 が あ る と き、

rトBと 書 く

とす る と、

論 理 式pに 対 し、

Al-pか つA⊆Bな ら ば、Bl-p

が 必 ず し も成 り立 た な い 論 理

が 非 単 調 論 理 で あ る 。 記 号 列 に よる 処 理 か ら パ タ ー ン に よる 処 理 へ と移 行 す る と、 非 単 調 命 題 論

理(non-monotonicpropositionallogic)が 無 理 な く、 素 直 に 実現 さ れ る場 合 が あ る 。 つ ま り、 以 下

の 式(1.2)の 論 理 関 数 ψ(a,b)を パ ター ン情 報 処 理 に お け るパ タ ー ン とみ る訳 で あ る 。

個 体 変 数 を導 入 しな い 命 題 論 理(propositionallogic)を 連 続 体 処 理 場 面 で 再 現 す る こ と を取 り扱

って い る 月 本 は 、2つ の 命 題 の 間 に或 る種 の 内 積 を導 入 し、命 題 間 の 距 離 命 題 の 持 つ 情 報 量 を提

案 し、 例 え ば 、 ペ ン ギ ン とい う鳥 は飛 ば な い とい う例 外 が あ る とい う非 単 調 命 題 論 理 で の命 題

「鳥 は 一 般 に は 飛 ぶ 」 、(1.1)

を、 月 本 の い う論 理 エ ン トロ ピー の 欠 如 した 命 題 と して 、1よ り大 き くな い 非 負 実 数 量 パ ラ メ ー タ

α に持 つ命 題 ψ(a,b)と して 、

ψ(a,b)

=[a/＼b]V[α ・a〈「b]V[一a〈b]V[一a〈 一b](1 .2)

とい う具 合 に表 現 で き る こ と な どを指 摘 した[12]。 何 故 な らば 、

(i)a:鳥(ii)b:飛 行 可 能(1.3)

とい う対 応 の 下 で 、

「鳥 は 飛 ぶ 」(1.4)

な る古 典 的論 理 命 題 「a→b≡ 一aVb」 が 、

そ の否 定 が 一[a→b]=a〈 一bで あ る こ と を考 慮 す る と、

[a〈b]V[0・a〈 「b]V[「a〈b]〉[一a〈 一b](1.5)

と表 現 さ れ る か らで あ る 。 パ ラ メ ー タ αは 、 否 定 一[a→b]が 成 立 す る 程 度 を反 映 した 量 で あ る。

但 し、 月 本 の 提 案 す る情 報 処 理 の 働 きは 大 部 分 、 通 常 の これ ま で の ニ ュ ー ラ ル ネ ッ ト[13]で 実

現 可 能 で あ る と 、 著 者 に は 思 え る 。 月 本 論 文[6],[12]で は 、 剰 余 類 の 作 る 線 形 空 間 、 並 び に、

線 形 空 間 の完 備 化 と して の ヒ ル ベ ル ト空 問 、 更 に 、剰 余 類 の 作 る 空 間 の 完 備 化 な ど に言 及 して い

ない が 、本 論 文 で は 、 こ の不 備 を補 って い る 。

Shannonの 流 れ を汲 ん だ 各種 情 報 量 も、 パ タ ー ン情 報 処 理 分 野 に 関 し様 々 提 案 され[18],[19],

[28]、 認 識 の 働 き、 パ タ ー ンの 評 価 に役 立 つ こ と も知 られ て い る。 α を パ ラ メ ー タ に持 つ この2

変 数a,bの 、 式(1.2)の 命 題 式SP(a,b)は 、 直 交 展 開
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ψ(a,b)

=a・b十 α・a・(1-b)十(1-a)・b十(1-a)・(1-b)(1
.5)

と して 関 数 表 現 され る ・ こ の パ タ ー ン(命 題)SPの 情 報 量(amountofinformationsuggestedby

S.Suzuki)[8]AIS(ψ)は 、

AIS(ψ)=2-lo92iiψii2

=2-loge[3-1-a2](1
.6)

で あ る 。 因 み に、

α=0な らば、AIS(ψ)=2-lo923

α=2、 な ら ば、AIS(ψ)=2-1092[3十4-1]

=2-logal3

α=1な ら ば、AIS(ψ)=2-log24=0 .(1 .7)

0

厂鳥 は飛 ぶ 」とい う命 題[a→b]の 否 定 一[a→b]が 成 立 す る程 度 を 反 映 した量 αが 最:大値1に 近

くな れ ば な る ほ ど 、 「鳥 は 一 般 に は飛 ぶ 」とい う ψの 情 報 量AIS@)は 最 小 値0 、に近 づ く こ とが 、

式(1.7)か らわ か る。

本 格 的 なtopologicalpartialorderingに 基 づ く記 号 列 情 報 処 理 の 、パ タ ー ン情 報 に よ る置 き換 え理

論 はい ず れ 提 出 す る と して 、 月 本 モ デ ル を拡 張 ・精 密 化 した 形 式 で 、S.Suzukiの"パ タ ー ン認 識 の

数 学 的 理 論[14]"に 役 立 つ よ う に構 成 し直 す こ と を、 本 論 文 で は試 み る 。 月 本 論 文[12]で 陽 に

得 ら れ て い る 諸 公 式 も導 か れ 、 こ の 諸 公 式 を利 用 して 、命 題 論 理 を容 易 に実 行 可 能 な ニ ュ ー ラ ル

ネ ッ ト理 論 を展 開 な事 実 を も指 摘 す る こ とが で き るが 、 割 愛 され て い る 。

得 ら れ た 完 全 正 規 直 交 系[27],[32]{φk}。 ≦k≦2"一1は無 論 、 カ ル ー ネ ン・レー ブ 関 数 系(7 .1.3項)

[32]で あ る 。 こ の 関 数系 を使 っ て 、 パ タ ー ンモ デ ルTψ が3種 類 構 成 さ れ得 る の で(定 理7 .3、 並

び に、 付 録C)、 特 に以 下 の 説 明 を して お くこ と は、 本 研 究 の 意 義 の1部 を理 解 す る に あ た っ て
、

有 益 で あ ろ う。

文 全 体 の意 味 は そ の 諸 部 分 の 意 味 の 関 数 で あ る

とい う"合 成 性 原 理[25]"に 対 応 して 、

パ タ ー ン ψの 構 造(パ タ ー ン モ デ ル)Tψ は そ の 諸 部 分 の構 造u(ψ
,k)・ ψkの

関 数(1次 形 式)で あ る

とみ な し、Tψ は ψ で 知 識 表 現 した結 果 と して のパ ター ン で あ り、1種 の 合 成 性 原 理 に基 づ き得 ら

れ た モ ジ ュー ル 性 に優 れ た表 現 で あ る 、 と考 え られ よ う。

変 形 が 許 され な い2つ の事 物(記 号 列)が 同 一物 か 相 異 な る もの か の判 断 は 、 計 算 機 に よ る記 号

処 理 に お い て は例 え ば、 最 汎 単 一 化 置 換[1](mostgeneralunifier)を 見 つ け て容 易 で あ り、 ア ル

ゴ リズ ム 的 に な さ れ る[29] ,[30]。 あ る程 度 の 変 形 が 許 さ れ る2つ の パ タ ー ン ψ,η が 類 似 して

い る か 、 相 異 な っ て い るか の判 断 は 、 一 方 の パ タ憎 ンが ユ ニ タ リ座 標 変 換 され て い る 簡 単 な場 合

で さえ 、 計 算 機 で は通 常 難 しい 。 似 た パ タ ー ン同 士 は 、Tの 構 造 形 式 か らわ か る よ う に
、 似 たパ

タ ー ンモ デ ル を生 じや す い の で 、 本 研 究 で は 、 写 像Tが あ た か も、 最 汎 単 一 化 置 換 か の ご と くみ

なせ 、 自 己共 役 作 用 素 ・Hと 可 換 な ユ ニ タ リ座 標 変 換[26]Uに よ っ て変 形 を受 け た2つ の パ タ ー

ン ψ,η=Uψ 同士 に共 通 な パ タ ー ンモ デ ルTψ が提 案 さ れ 、パ ター ン照 合 に関 す る こ の 種 の 問 題

点 は 少 な くと も解 決 され て い る[33]。

パ タ ー ン認 識[2] ,[31]の 対 象 と な る パ タ ー ンは視 覚 、 並 び に、 聴 覚 に関 係 した もの の み で は
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ない。臭覚、触覚をもたらすパターン[23],匚24]も そうである。記号による推論場面[6],[9]、

言語情報処理の場面でのパ ターン(言 語命題)も そ うである。この ように、モデルTψ をどう利

用するかは、Tψ が確保された段階ではあらか じめ決まっていないので、状況に応 じていろいろな

使いわけが可能である。パターンモデルを出力する本写像Tは 、不動点探索形構造受精多段階帰

納推理によるパ ターン認識法[14],[33]に おいて用いれ られて初めて、その真の効力が発揮 さ

れることを付記する。

尚、3付 録A,B,Cに は、各々、「ヒルベル ト(Hilbert)空 間論[16]の 基本的諸概念」,「Bessel

不等式,Fourier式 展開」,「直交系の選定 と、文献[33]と 異なるパターンモデルTψ の構成」が説

明されている。

2、真理関数の、パ ター ンへの拡張的変換

本 章 で は 、 本 論 文 の 内 容 を少 し、 詳 細 に 論 じ、 そ の 背 景 並 び に意 味 付 け 、 新 規 性 、 有 効 性 、 信

頼 性 な ど を論 じよ う。

本 研 究 で は 、 記 号 列 処 理 に よ る推 論 処 理 をパ タ ー ン処 理 に置 き換 え る こ と を意 図 して 、 ス タ ッ

ク と か木 構 造 な どの複 雑 な 記 号 列 デ ー タ を処 理 可 能 な"connectionistmodel[15]"、 つ ま り、

aneuralnetworkthatdynamicallycreatesandmanipulatescompositesymbolstructures,such

asstacksandtrees

を構 築 可 能 な 基礎 を論 じて み る。

本 論 文 で は 、 空 集 合 、虚 数 単 位 〉厂=一1、複 素 数Zの 共 役 複 素 数 、 複 素 数Zの 実 部 、 虚 部 、Sは 集

合Sの 元 で は な い こ との 表 現 と して 各 々、 φ,i,Z、Rez、Imz、sESを 用 い る。

2.1可 分 な ヒル ベ ル ト(Hilbert)空 間 夢

本 論 文 で は 、 処 理 の対 象 とす る問 題 の パ タ ー ン ψ の 集 合 Φ は 内 積(～ ρ,η)が 与 え られ た可 分

な(separable)な ヒル ベ ル ト(Hilbert)空 問 Φ の あ る 部 分 集 合 で あ る。 こ こで 、 ヒル ベ ル ト空 間

夢が 可 分 と い うの は 、 稠 密 な(dense)可 算 部 分 集 合 が 夢 に存 在 す る こ と を指 す[16],[17]。 ψ

の ノル ムllψiiはiiψ1≡ 〉(SoP丁 と定 義 さ れ る 。 可 分 な ヒ ル ベ ル ト空 間 夢=L2(M;dm)の1

例 は 、例 え ば 、 内積(ψ,η)が 、

@,η)一 ∫Mdm(・)ψ(・)・ ラー(・)

こ こ に 、 万 は ηの 複 素 共 役 で あ り、

M:n次 元 ユ ー ク リ ッ ド空 間Rnの 可 測 部 分 集 合

dm(x):正 値 ル ベ ー グ ・ス テ ィル チ ェ ス(Lebesgue-Stieltjes)式 測 度(2.1)・

と与 え られ る線 形 ベ ク トル空 間 で あ る。

例 え ば 、 内 積(ψ,η)が 、

(～o,η)=Σ 晝=1Wk・ak・bk

こ こ に、

[∀k∈L,0≦Wk<oo]〈0<rnGk.1Wk(2.2)

Sp=col(ala2…a。)(実 数 列 と して の 列 べ ク'トル),η=col(blb2…b。)(2.3)

と表 わ され る 可 分 な 実 ヒル ベ ル ト空 間 夢 は、M,dm(x)が 、
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M≡{1,2,・ ∵,n},dm(x)一Wkifx∈M' .・ 「、(2.4)

と選 ば れ たL2(M;dm)で あ る 。

本 論 文 で は 、 論 の 対 象 と な る の は 、2式(3.12),(3.14)で 定 義 さ れ る 内 積(ψ,η),ノ ル ムiiSPi

が 与 え ら れ た 可 分 な ヒ ル ベ ル ト空 間 夢=〈 ④ 〉,c≡ ～D/～D⊥(式(3.44)を 参 照)で あ り 、3.6節 で 構 成

さ れ る 。 ご

2.2各 種 論 理 演 算 を 表 す 真 理 関 数 の 線 形 補 間

Xe∈{0,1}と して 、n変i数 関 数

ψ(x1,x2,…,Xn)∈IO,1}(2.5)

を 考 え よ う 。 こ の 様 な 関 数

¢冫:{0,1}n→{0,1}(2.6)

は 、 命 題 論 理(propositionallogic)で は 、

0をfalsity,1をtruthと 解 釈 す る(2.7)

と 、 真 理 関 数(truthfunction)と 呼 ば れ る 。 否 定 、 連 言 な る2つ の 演 算 の み で 、 全 て の 論 理 演 算 が

定 義 可 能 で あ り、 こ の2つ の 演 算 は 機 能 的 に 完 全 で あ る(functionalcomplete)と 言 わ れ る が 、x,y,

z,x1,x2,…,x.∈{0,1}と し て 、 式(25)のqは 、 次 の 各 種 論 理 演 算 が 表 現 可 能 で あ る:

(i)否 定(negation)一X

gz,(x>=1-x=

1ifx=o'

{Oifx=1
(ii)連 言(COnjUnCtiOn)X〈y

ψ(X,y)=X・y=

1ifx=y=1

{Ootherwise
(iii)選 言(disjunction)x>y

ψ(X,y)=X十y-X・y=

Oifx=y=0

{10therwise

(iv)含 章(implication)x→y=「xVy

ψ(x,y)=1-x十x・y=
コ

Oifx>y

{.1ifx≦y

Oifx=1〈y=0

{10therwise
(V)同 値(eqUiValenC6)(X→y)〈(y→X)

ψ(x,y)=1-x-y十2x・y=1一(x-y)2

=1-lx-y!

Oifx≠y

{lifx=y
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(vi)導 出 原 理(resolutionprinciple)、 或 い は 、3段 論 法(syllogism)[一xVy]〈[xVz]→

[yVz],或 い は 、[一y→ 一x]〈[一x→z]→[一y→z]

ψ(X,y,Z)=X。y-X・Z十Z=

zifx=0

{yifx=1
(vii)射 影(pr()jection)

ψ(x1,x2,…,xn)=xe,e∈LiEi{1,2,…,n}'□

本 論 文 で は 、(i)～(vii)1の 様 な 式(2.6)の 真 理 関 数 ψ を 線 形 補 間 し て 、

η:[0,1]n→Z(複 素 数 体),

where[0,1]≡{xlO≦x≦1}・.(2.8)

へ と 拡 張 す る 方 法 と し て 、1命 題3.4の(ii)が 成 立 し て い る と い う 意 味 で 補 間 作 用 素(interpolating

operator)と 呼 ば れ て よ い 写 像

簿 ≡rrτ 乏≡ 簿1簿2… 驚 、:Φ → Φ,
ぜ　し

whereL={1,2,…,n} .(2.9)

を 導 入 す る 。 こ こ に 、

(筋 ψ)(X1,X2,…,Xe,…,X。)

≡ Σ1ψ(xl,x2,…,xe_1,ee,xe+1,…,xn)・xe(eの(2 .10)
　ほ　

こ こ に 、

0≦Xe≦1と し て

Xe(ee)≡

1-xeifee=0 、 ・

{Xeifee=1(2.11)
そ の 後 、 パ タ ー ン η を 、

η(xl,x2,…,xfi)≡(簿 ψ)(xl,x2,・ 。・,xn)(2.12)'

と 定 義 す る 。 そ う す れ ば 、

(簿q)(Xl,X2,…,X。)　 　 　
=Σ Σ_Σq(el

,e2,_,en).xl(e1).x2(e2)._..xn(en)1(2.13)
　　ニむ 　ユヨむ 　リョ　

と表現 されることが示 される。

2.3作 用 素 簿 の性 質

XQ(e∂ の 定 義 式(2.11)か ら直 ち に わ か る よ う に 、

XQ(eの=

1ife6=xE

{Oife8≠x8

で あ る か ら(命 題3.2)、 補 間 性 質

∀e1,∀e,,…,∀e。 ∈{0,1},

(τ ψ)(e1,e2,…,e。)=ψ(e1,e,,…,e。)

が 成 立 し て い る 。 そ して 、

∀SP∈ Φ,簿(τ ～ρ)=iτ ψ

が 成 立 し て い る こ と が 示 さ れ 、 こ の 事 実 か ら 、

(2.14)

(Z.is)

(2.16)
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Tψ=

簿g21ii三 乙gフiiifii三 乙gフii>0

{。ifl馴 一。

と定 義 され て い る写 像

T:Φ → Φ

が 、SS理 論[33]のaxiom1を 満 た して い る こ とが 証 明 され る。

(2.17)

(Z.ls>

2.4axiom1を 満たさなければならない作用素としてのモデル構成作用素T

パターンモデルTψ の諸性質とその意味を説明 しておこう。

本論文で提案 される"パ ターンψに対応するパ ターンモデル"Tψ は式(2 .18)で 定義されてい

るが、本節では、このTψ が、ある場合 には、雑音除去性、次元軽減的冗長度圧縮性、ユニタリ

座標変換不変性などを備えていることを保証するaxiom1が 指摘され、パターン情報処理における

その役割が説明される。

処理の対象 とするパターンψの集合 Φ はある可分なヒルベル ト空間簿の、零元を含むある部分

集合であ り、このΦ、並びに、式(2.18)の 写像Tは 次のaxiomlを 満たさなければならない。こ
のとき、写像Tは モデル構成作用素(model-constructionoperator)と 呼ばれ斗Tψ ∈Φ は ψ∈Φ

の代 りと な り得 る とい ラ意 味 で 、パ タ ー ン ψ∈ Φ の モ デ ル(mode1)と 呼 ば れ る[13]
,[14],[18]。

現 実 のパ タ ー ン ψ か ら離 れ 過 ぎ て も密 着 し過 ぎて も不 適 切 と い う と い う意 味 で 、 よ い パ タ ー ン

モ デ ルTψ と は現 実 の 実 用 的 状 況 の 、 バ ラ ンス の と れ た抽 象 化 を表 現 し て い な け れ ば な ら な い
。

写 像Tは 、 パ タ ー ンSP∈ Φの 簡 略 化 規 則(simplificationrule)を 与 え て い る と考 え られ る。

Axiom1の(i)は 、 パ ター ン ψ ∈ Φ の 多 段 モ デ ル化 過 程(多 段 簡 略 化 過 程)

¢)→Tψ →T(T～ ρ)→T(T(T～ ρ)→…

につ い て成 立 す る事 実

ψ →T～0=T(Tψ)=T(T(T～0)=…

を考 慮 す る と、 単 一段 階 で完 結 して い て い る こ と を要 請 して い る と解 釈 で き る。

Axioml(パ タ ー ン 集 合 Φ と モ デ ル 構 成 作 用 素Tと の対 【Φ ,T】 の 満 た す べ き公 理)

(i)(零 元 の 不 動 点 性;fixed-pointpropertyofzeroelement)0∈ Φ 〈TO=0 .

(ii)(錐 性;coneproperty;或 い は、 吸 収 性)

∀ψ∈ Φ,a・ ψ∈ Φ 〈T(a・ ψ)=Tψ

foranypositiverealnumbera.

(iii)(ベ キ等 性;idempotency;埋 込 性)

∀～ρ∈ Φ,Tψ ∈ Φ 〈T(T～0)=T9λ

(i・)(写 像Tの 非 零 写 像 性;・・n-ze・・m・pPingP・ ・P・rty・fT)ヨ ψ∈ Φ,Tψ ≠0 .

上 述 のaxiom1か ら わか る よ う に、 パ タ ー ン集 合 Φ は

T・Φ ≡{Tψ1～ ρ∈ Φ}⊂ Φ

(2.19)

(Z.ZO)

□

(2.21)
を満 た し、 原 点(=0)を 始 点 と し、 Φ の任 意 の 点 を通 る半 直線 を含 む よ う な集 合

、 つ ま り、 錐 で

あ らね ば な らな い。

上 述 のaxiomlを 満 た す パ タ ー ン集 合 Φ の 逐 次 決 定 法 は 、 文 献[14]の 第24部 、 或 い は 、 文 献

[33]の2.4節 で説 明 され て い る 。
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2.4真 理 関 数 の 持 つ 情 報 量

S.Suzukiの 提 案 して い る 情 報 量(amountofinformationsuggestedbyS.Suzuki)[19]AISは

AIS=10ga[1十(N一/N+)一f一{(M-N)/N+}](2.22)

で あ る 。 こ こ に 、

M:入 力 の総 数

N:M個 の 入 力 の 内 、処 理 可 能 な入 力 の 総 数(N≦M)

N+:N個 の処 理 可 能 な入 力 の 内 、有 意 味 な入 力(希 望 出 力 を与 え る入 力)の 総 数(N+≦M)

N一:N個 の処 理 可 能 な入 力 の 内 、無 意 味 な入 力(希 望 出力 を与 え な い入 力)の 総 数(N一 ≦M,

N+十N一=N≦M)「 し ・ □

こ の と き、 月 本 の提 案 す る、 式(2.8)の 命 題 ηの 情 報 量(論 理 エ ン トロ ピ ー)[12]

1・…=一1・9・ ∫d・(・η2)(・)』
.馬.(2.23).が

、

M=Nの 場 合 、AIS=1、 。慝m。t。,つま り、

log2[1十(N一/N+)]=Itukim。t。 、(2.24)

と表 現 出 来 、Itukimotoの 意 味付 けがAISの 立 場 か ら、 明 確 に な る。

2.5月 本 研 究 との 関 連

前 節 で そ の1部 の 関 連 が 指 摘 され た よ う に 、 本 論 文 の 内 容 は 、 月 本 の

「atopologicalmodelforpropositionallogics」

か ・らhintを 得 て、 発 展 させ た もの で あ る が 、 月本 の得 た 概 念 、表 現 式 と接 触 した と き に は、 具 体 的

か つ 精 確 な物 と な っ て い る 。

2.5.1多 項 式 関 数fの 全 体L1の 拡 張L

先 ず 、1実 変 数xの 実 係 数 多 項 式 関 数

f:[0,1]→R'(2.25)

に対 し、

(τf)・(x)≡q(x),(2.26)

wh・・ef(・)一P(・)・x(1一 ・)+q(・) .』(2.27)

と定 義 さ れ る 写 像 τ、を用 い て 、n実 変 数

x=(Xlx2..。Xn)(2.28)

の 実 係 数 多 項 式 関 数

f:[0,1]n→R・(2.29)

に対 して は 、 け
(rf)(X)≡ ∫1(τxif)(X)(2.30)'

　　　

と定 義 され る 写 像 τ を導 入 す る 。 月 本 の 提 案 す る多 項 式 関 数fの 全 体Liを 、

L-lfi。(f)一f}』 『.(2.31)

へ と拡 張 す る 。 こ の 際 、x∈{O ,1}nで あ っ た もの が 、x∈[0,1]・ へ と拡 張 され て い る と考 え て差 し

支 え な い 。

2.5.2月 本 の補 間 作 用 素 τ に よ る内 積 の表 現 と、商 集 合 の 作 る ヒル ベ ル ト空 間

式(2.13)の 写 像 簿 に関 し、

(三乙f)(x)=(τf)(x)(2.32)
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が 成 り 立 つ こ と を 指 摘 し 、 こ の 式(2.32)の 成 立 に 際 し 、 月 本 の 内 積
1(

ψ,η)≡ ≡2n・∫6dxτ(ψ 。η)(x>'.・ ・'「(2.33)

が 、 ψ,η を複 素 数 値 に 拡 張 し た 形 式 で 、

(～ρ,η)

=2n・ ∫6dx1∫6dx2… ∫6dx
n簿(～o.η)(xI,x2,…,xn) .(2.34)

と 定 義 さ れ 、 こ れ が 、

(ψ,η)
　 エ 　

=晶 論 ・・語
。q(el・・2f……)・ 万(el・… …,・・)(2.35)

と表 現 さ れ る こ と を 明 らか にす る。 完 備 化 が 出来 、完 全 正 規 直 交 系{φk}k.。一2n-1の 存 在 を示 す こ と

に よ っ て 、Borel可 測 関 数 ψ の す べ て の 集合 に関 す る剰 余 類 の 集 合(商 集 合 〉 が 可 分 な ヒ ル ベ ル ト

空 間 夢 を形 成 す る こ とが 明 らか に さ れ る 。

2.5.3補 間 作 用 素E3に よ るBorel可 測 関 数qの 直交 分 解

この 内 積@,η)は 、n変 数 真 理 関 数 の 集 合 の基 底{φk}k一 。一2n-1の 直 交」1生

φk・gse=Oifk≠e(2.36)

を 、

(¢、・S6e)一〇ifk≠e・ 一(2.37)

と い う形 で 拡 張 して い る(定 理3.1の 系2)。

そ うす れ ば 、

1ψll2≡(ψ,ψ)<∞ を満 た す ψ=ψ(Xl,X2,…,X。)は 、

(・q⊥,q⊥)=O(2.38)

を満 た す ψ⊥が 存 在 して 、

¢》=τ({P)→ 一q⊥ ..・ ・(2.39)

と表 現 さ れ る こ とが 証 明 され て い る(定 理3.2)。

2.5.4自 己 共 役 作 用 素Hに よ る ニ ュ ー ラル ネ ッ トの 構 成

月 本 論 文[6],[12]』 で は得 ら れ て い な い"塞q"を 使 え ば 、 命 題 論 理 を容 易 に実 行 可 能 なニ ュ

ー ラル ネ ッ トの 理 論 を も展 開 可 能 な事 実 を も指 摘 す る
。 つ ま り、 自己 共役 作 用 素Hと して 、

　　　 　

Hq一 昌 λ・・@・ φ・)・φkf

whereλk=k(k=0～2n-1)(2.40)

を導 入 出 来 る事 実 を指 摘 し、 この 事 実 に よ っ て 、 各 種 ニ ュ ー ラ ル ネ ッ トの 理 論[13]が 構 築 可 能

に な る事 実 が 露 呈 して 来 る 。

2.5.5Borel可 測 関 数qの1例 の 線 形 補 間 近 似Xq,そ のsuzuki情 報 量AIS(簿q)

特 に、Ck,dkを 複 素 定 数 と して 、

ψ(X1,X、,…,X。)
け

=rl[dk・xk十ck・(1-xk)] 、 』(2 .41)
k=1

の 場 合 、SqのFourier式 展 開

簿 ψ

一儀1(Xq
,φ、)・φ、

一葱1@ ,φ、)・φ、'・'(2.42)

が 、
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=n-logt
k…も 昌idk・jk+ck・(1-jk)12

と 表 現 さ れ る こ と を も 、 指 摘 し て い る 。

2.5.6線 形 補 間 の 、 今 寸つ の 意 味

式(2.26)の(τf)(x)は 、 実 は 、f(x>の 線 形 補 間 で あ る 。 式(3.57)の 形 式 で 与 え ら れ 、

(τf>(x)=f(0)。(1-X)十f(1)・x

で あ る 。

こ の 式(2.45)を 変 形 す る と 、

(τf)(x)=f(0)十[x-0]。[f(1)一f(0)]

=f(0)十[x-0]・Df(0
,1)

こ こ に 、

Df(0;1)=[f(1)一f(0)]/[1-0]

添 字kの2進 表 現 を 、

j。jn、 …j2jI,wherejk∈{0,1}

と し て 』

　ロヘユ　
簿q=ΣII[dk。jk+ck・(1-jk)]・ φk(2.43)

k=Ok=1

で あ る こ と を指 摘 す る 。

ま た 、 この 式(2.41)のBorel可 測 関 数 ψ(の 線 形 補 間 近 似 式(2.43)簿q)のSuzuki情 報 量AIS

(騒 ψ〉が 、

AIS(簿q)
2n-1n

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

と 再 表 現 さ れ る 。2式(2.46),(2.47)に 登 場 し て い るDf(0,1)の 一 般 形 は 、 点xに お け る 関 数f』 の

差 分 商(divideddifference)

Df(a,x)

_[f(x)一f(a)]/[x-a] (2.48)

で あ る。 式(2.46)の1(τf)(x)は 、 次 の 命 題2.1で い う関 数fの 正 確 な表 現 式 の左 辺 の近 似 で あ る。

[命 題2.1](差 分 商 に よ る 任 意 関 数f(x)の 表 現)不 等 式

6・・〈a _2<a-1<ao〈a,<a2<…

を 満 た す 実 数 の 点 列{ai}を 導 入 す る と 、.任 意 関 数fは そ の 差 分 商Df(ai,x)を 用 い て 、

∀x∈R(実 数 全 体),∀i,

f(a;)十[x-a重]・Df(a;,x)=f(x)广 丶

と 表 現 出 来 る 。

(証 明)先 ず 、D,(a、,x)の 定 義 式(2.48)か ら 、

(x-a;)・Df(ai,x)=f(x)一f(ai)

が 成 り 立 ち 、 こ れ を 変 形 し た も の で あ る 。・

(2.49)

(Z.so)

0

3.n変 数真理 関数 の拡張 ψ:[0,1]n→Zの 集合の ヒルベル ト空間化

本 章 で は 、 式(2.10)で 定 義 され る写 像 賜 が 線 形 補 間 性 、 可 換 性 、 巾 等 性 な どを備 え て い る事

実 を 指 摘 した 後(3.1節)、 式(2.9)の 簿 ≡ 簿1簿2… 簿、が 、 正 規 直 交 基 底{Xk(ek)}を 持 つ こ と 、

並 び に 、 そ の 補 間 性(命 題3.4)、 巾等 性(命 題3.5)が 証 明 され る。
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集合Xで 定義された同値関係 ～ に関する互いに異なった同値類全体の族 を、同値関係 ～ によ

るXの 商集合(quotientset)と いい、X1～ と表す ことにすれば、本章では、このような商集合が

得 られるように、特別の内積@,η)を 導入 した後得 られるpre-Hilbert空間を完備化する手続'きが

説明される。

3.1写 像 鱗 の 線 形 補 間 性 、 直 交 性 、 巾 等性

[0,1]・⊂Euclid空 間R・ ゐ 中 の 開 集 合 の全 体 を含 む 最 小 の σ一加 法 族 をR・ に お け るBorel集 合 族 と

い い 、Borel集 合 族 に属 す る集 合 をBorel集 合 と呼 ぶ 。

[0,1]・で 定 義 され た 実 数 値 関 数 ψ が 、任 意 の 実 数aに 対 して 、

{x∈[0』 ・iψ(x)>a}∈B。rel集 合 族

を満 た す と.き、 ψ をBorel可 測 関数 とい う。 そ の 実 部 、 虚 部 が 共 にBorel可 測 で あ る と き、 複 素 数

値 関 数 はBorel可 測 で あ る とい う。

以 後 、[0,1]・ に お い て 式(3.1)の 複 素 数 値Borel可 測 関 数 ψ の 全 体 を ④ で 表 す 。有 限 個 の 不 連 続

な 点 を持 つ 関 数 はBorel可 測 で あ る こ と に注 意 して お く。'

そ の 定 義 域 が30,1}・ で 、 そ の値 域 が{0,1}で あ る よ う な真 理 関 数 の 拡 張

ψ:[0,1]・→Z(複 素 数 体)∈ ～D・ 』 ・ .'(3.1)

に対 し、 式(2.9)で 定 義 され る写 像$を 導 入 す る 。 こ こ.に、 式(2.10)の 賜 ψは 、 式(2.11)で

定 義 され るxε(eの を用 い な い で 書 け ば 、

(鱗 ψ)(XI,X、,…,Xg,…,X。)

≡SP(X1,・ ・,一
,・e-1,0,・E+1,…,・ 。)・(1一 ・∂+ψ(xl,・,,…,・8.1,1,。8+1,…,。 。)・。e

=ψ(xl
,・ ・,…,・ ・、,0,・P+1,…,x。)+[ψ(x1,x、,…,Xg-1,1,。,+1,…,。 。〉一

ψ(x1,x、,…,XQ.。0,x2+1,…,x。)]・XP

と 定 義 ・表 現 さ れ る 。 線 形 補 間 条 件

(脇 ψ)(x1,・ ・,…,・ 、.1,0,・H+1,…,・ 。)=ψ(x1,・ 、,…,・,.1,0,。P+1,…,x。)

(脇 ψ)(x1,・ 、,…,・2.1,1,・2+1,…,x。)一 ψ(x。 ・、,…,・2-1,1,。8+1,…,。 。)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)
が満 た さ れ て お り、貌 ψは 、第e∈L番 目の 変 数Xeに 関 し、ψ の 線 形 補 間 式 に な って い る 事 実 に、

注 意 してお こ う。

月本 の 論 文[12]で は、 ψ をfと 、 ま た、 式(2.9)の 簿≡HEISIeを τ≡fiτ 。,と表 現 して い る。 更
ぜ　し ぞ　し

に ・ 月 本 理 論 は1次 元 の場 合 を陽 に 表 現 して い るの み で あ り、2次 元 の場 合 はf(x
,y)=(x+y-xy)・

と い う例 を 考 察 して い る に 過 ぎな い 。 以 下 、 本 章 にお い て は 、*印 を付 した命 題 、 定 理 、 公 式 に

つ い て は 、 月 本 が 陽 に得 て い な い もの で あ る。

次 の 命 題3.1は 、 式(2.10)で 定 義 さ れ る2つ の 積 写 像 鱗 職(k≠ の の 表 現 、 可 換 性 な ど を指 摘

して い る。

[命題3.1](写 像ESeの 、 基 底Xk(ek)に よ る表 現 、 可 換 性)

(i)*∀IZ}∈S,∀e∈{1,2,…,n},

∀k∈{1,2,∴ ・,。}一1・e},

(ESeEIY、q)(X1,X、,…,X。)
　 　

rΣ 。 。≧ 。ρ(Xl・ ・2t… … 一1,…X・+1・ … ・・e-1,・e,・e+1,…,・ 。)…(・ ・)・Xe(・e).

(ii)(可 換 性)ESIeElst'k=ESJkES[e(k≠ の.

(iii)(不 動 点 性)ψ(X、,X2,…,X。)の 中 に 、Xeが 含 ま れ て い な け れ ば 、
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(簿 ・ψ)(X1,・ ・,…,・ 。)一 ψ(X1,・ ・,…,・ 。).

(証 明)(i),(ii)の 証 明:2定 義 式(2.10),(2.11)か ら 、

η(X1,X、,…,X、,…X。).

≡(X、q)(X、IX、,…,X、, .X。)
ユ

ー

,二 。9・,(Xl・… … … 一1・・・…+1・ … …)・X・(・ ・)

を 得 、 よ っ て 、

(£YeEs、q)(X1,X、,…,X。)

=(ES[eη)(Xl
,X、,…,X、,…,Xe,…,・ 。)

　

i一 。7(X1・ … ●●●… 一1・ ・・…+1・ … … 、 ・・e…+1・ … …)・Xe(・1)

　 　ユ

竃 ≧ 。[藷 ψ(X1・ … … … 一1・・・…+1・ … ・・e-1・e4・ ・e-Li・… …)・X・(・ ・)]・・e(・e)

ユ 　

i一 。と≧ 。q(X1・ … … … 一1・・・…+1・ … ・・e-1・ ・e・'・e+1・ … …)…(・ ・))・・e(・e)・

(iii)の 証 明 ご式(3.2)か ら.、

(3ψ)(X1,k、e一 一"・,・e,…,X。)

一 ψ(xl
,・ ・,…,・e-1,0,・e+1,…,x。)・(1「 ・e)+ψ(x1,・ ・,…,・e,一1,1,・e+1,∵ ・,・。)・xe.

で あ る が 、 ψ(X1,.X2,…,X、)の 中 に 、Xeが 含 ま れ て い な い か ら 、

=ψ(x1
,・ ・,…,・e,…,・ 。)・(1一 ・

.e)+ψ(xl,・ ・,…,・e,.…,X。)・xe

rψ(X1,・ ・,…,Xe,…,・ 。).

.次の 命 題3
.2は 、 式(2.11)で 定 義 さ れ.る 基 底

.
x、(e、),e、EiO,1},k=0,1,…,n

が 正 規 直 交 性 を 備 え て.い る 事 実 を 明 ら か に し て い る 。

[命 題3.2]*(基 底Xk(ek)の 正 規 直 交 性)

.jk,ek∈{0,1}と し て 、

Xk(ek)1.x、_j、=jk(ek)=

1ifjk=ek

{Oifjk≠ek.

(証 明)Xk(ek)の 定 義 式(2.11)か ら 、

jk(ek)=

1-jkifek=01-jkifek=C

jkifek=1

で あ る こ と に 注 意 し て ～4つ の 場 合 .(i)～(iv)に 分 け て 、 本 命 題 の 成 立 を 示 す 。

(i)ek=0〈lk=0の 場 合.

jk(ek)=1-jk==1..

(ii)ek=1〈jk=1の 場 合

」、(e、)竿j、=1.

(iii)ek=0〈jk=・1の 場 合

jk(ek)=1-jk=0.

(i・)・・、 〈」・=oの 場 合

jk(ek)=jk=0..

3式(2.10),(3.2),.(3.3)で の 写 像^skが.巾 等 性 、 つ ま り、 射 影 性
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(3.6)

□

(3.7)

(3.8)

□



ηk≡ 簿kψ に 対 し て は 、 鱗 ηk=ηk(不 動 点 性)

を 備 え て い る 事 実 を 指 摘 し て い る 。

[命 題3.3]*(巾 等 性)

∀q∈9!),∀k∈L,ES,(Xkq)=・S、 ψ.

(証 明)2式.(2。10),(2.11)か ら 、

η(Xl,・・,…,・。)

≡($kψ)(XI,X、,…,X。)・
エ

源 ≧。q(Xl・ … … ・j・・…)Xn)… ω

と 書 け る か ら 、

、(X・ η)(XI,・ ・,…,・、,…,・e,…,・ 。)
　

「 、;。 η(Xl・X2・ … 鉱 …eXn)・X・(・ ・)
　 　

、 ≧6㌧ Σ。q(X1・ ・2・"'・・j・・…eXn)・e・G・)]・X・(・ ・)
　

㍉ ≧。`P(Xl・ … … ・e・・…eXn)…(・ ・)∵ 命 題3・2

=(τkψ)(x1
,x2,…,x。)'.'式(3.10)

一 η(X1
,X、,…,・ 。)

(3.9)

(3.10)

□

3.2写 像 簿 の 諸性 質

次 の 命 題3.4は 、 式(3.1)の パ タ ー ン ψ∈ ～のに対 し、 こ の ψ に式(2.9).の 補 間作 用 素 簿 を作 用

させ て得 られ る"ψ ∈⑲ の補 間 近似 モデ ル"と 称 され るパ タ ー ン(簿 ψ)(X1,X2 ,…,xl)∈ ④ が そ の端

点 で の 関 数 値 の 集 合

{ψ(el,e2,…,en)lek∈{0,1}(k=0,1,…,n)}

か ら 一 意 的 に 決 ま る こ と を指 摘 し て い る 。

[命 題3.4]*

(i)(笠qの 補 間 展 開)

∀q∈D,(Xq)(X1,X、,…,X。)

≡(X、X、 …X。 ψ)(Xl,X、,…,X。)

　 　 　
=Σ ≧ … Σ`ii,(e1

,e2,…,en)・Xl(el)・X2(e2)・ … 。Xn(en)　　ニむ 　 　む 　　こむ

(ii)(補 間 性;shape-preservinginterpolation)

∀ep∈S,∀j1,∀ 」、,…,∀j∈{0,1},

(三乙ge,)(ji,j2,●●●,jn)=9ウ(」,j2,● ・●,jn).

(証 明)(i)の 証 明 写 像Xの 定 義 式(2.9)に 命 題3.1の(i)を 適 用 す れ ば よ い 。

(ii)の 証 明:(i)の 表 現 式 を 適 用 す れ ば 、

(三ISIge,)(j1,j2,・●.,jn)
　 　 　

=㌔≧
Oe,2_o●●.e、2_Oq(el・e2・…7en)・jl(el)●j2(e2)。 。…jn(en)

で あ る が 、 こ の 表 現 式 に 命 題3.2を 勘 案 す れ ば 、

=9♪(j1
,j2,・。・,jn)

が 得 ら れ る 。

次 の 命 題3.5は 、 式(2.9)で 定 義 さ μ る 写 像Sの 巾 等 性 を 指 摘 し て い る 。

[命 題3.5]*(巾 等 性)

(3.11)

a
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∀ ψ ∈ 璽),簿(iτ9))=竃 ψ ∈ 曳).

(証 明)写 像 弱 の 定 義 式(2.9)か ら 、

簿 τ=τ1弱2… 簿 。・iぎ1簿2… 簿.

で あ る が 、

=簿1瑚 簿 £2… 簿
、簿、'∵ 命 題3.1の(ii)

=瑚 簿2… 簿n' .'命 題3.3

=竃 ∵ 定 義 式(2 .9) □

3.3内 積 の 導 入 に伴 う内積 、 ノ ル ム の 、 端 点 で の関 数 値 に よ る表 現 と、補 間作 用 素 簿 に よ る表 現

式(2.9)の 写 像 簿 を用 い て 、q,η ∈ ⑲ 問 の 内積(innerproduct)(q,η)を 、

@,η)・

12n。 ∫δdx1∫δdx2… ∫6dxnES(SP● η)(xl,x2,…,xn)(3.12)

と定 義 す る。

次 の 命 題3.6の 成 立 は 、 式(3.11)で 示 さ れ て い る"q∈ ④ の 端 点 で の 関 数 値 の 集 合"か ら 、

Xq∈ ⑲ が 一 意 的 に決 ま る こ と(命 題3.4)に 基 づ い て い る 。

[命題3。6]*

∀el,∀e、,∵・,∀e。∈{0,1},

q(el,e、,…,e。)=0⇔Xq=0.

(証 明)⇒ は 明 らか で あ る 。 式(3.7)の 基 底 は 、
ユ 　 　
Σ Σ … Σaele,_en・x1(el)・x2(e2)・ … 。xn(en)=01.』(3.13)

　　ニ 　 ロ ニ む 　　ニ 　

⇒ 各 複 素 定 数aele,_。。は全 て 、 零 で あ る

が 成 立 して い る とい う意 味 で 、1次 独 立 で あ る か ら、 命 題3.4の(i)で の 簿qの 表 現 か ら、 対 偶 を

考 え れ ば 、仁 も明然 。 ロ

バ ター ン ψ∈ ④ の ノ ル ム

[1ψll≡諏

=2【シ2。[∫δdxl∫6dx2…f6dx
n寝)qψ12)(x1,x2,…,xn)]112≧0(3.14)

を導 入 す る'。

次 の 定 理3.1は 、 式(3.12)の 内積(q,η),式(3.14)の ノ ル ム11¢11を 式(3.11)で 示 され て い

る"ψ の端 点 で の 関 数値 の 集 合"で 表 現 した もの で あ る 。

[定 理3.1](内 積 、 ノル ム の 、 端 点 で の 関 数 値 に よ る表 現 定 理)

(i)∀ ψ,∀ηql蹇),({P,η)
　 　 　

=Σ Σ … Σ(iZ)(e1
,e2,…,en)・ η(e1,e2,…,en).

　　ニむ ぴニむ　ユニむ

(ii)∀ ψ ∈ ④,IIψll2

ユ 　 　
=Σ Σ … Σ1ψ(e1

,e2,…,en)12.
　　ニ 　 　　ニ 　　　ニ 　

(証 明)(ii)は(i)に お い て ψ=η と した も の で あ る。(i)の 成 立 を示 そ う。

Xe(e∂ の 定 義 式(2.11)に 注 意 して 、

①ee=0の と き、

∫δd・eXe(・e)一 ∫ld・e(lrXe)

=[Xe-xl!212]6=112
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②ee・=1の と き、

∫6dXeXe(ee)=∫ δdXeXe

=[Xe212]6=112

要 約 し て 、

∀・e∈{0,1},∫6d・eXe(・e)一112(3 .15)

で あ る こ と 、 並 び に 、 命 題3 .4の(i)を 適 用 し て 、

(簿@・ η))(X1,・ 、,…,・。)

　 　 　

霹 。,≧ 。'"。Σ 。q(e1・ ・…r・,・・)・η(e1,・・,…,・。)・x1(e1)…(・ ・)・… ・X。(・。)(3.16)

が 得 ら れ る こ と を1内 積(～ ρ,η)の 定 義 式(3 .12)に 代 入 す れ ば 、

@,η)
ユ ユ 　

=2n盛6

。≧ 。'●●e§ 。q(e1・ … … …)・ 万(e1,・ ・,…,・。)・ ∫δd・,・,(e1)∫ δd・2・,(・ 、)… ∫δd・h・ 。(・。)
　 　 　

=2n㌔ Σ

。 。≧ 。●'●eΣ 。gt,(el…,…,・ ・)・T一(e1,・ ・,…,・。)・(112)n
　 　 　

=
。Σ 。。≧。●●.。二。q(e1・ … … …)・T(e1,・ ・,…,e。)□

次の定理3.1の 系1は 、・内積@,η)が 式(2.9)で 定義 される補間作用素 簿の働 きに無関係に保

存 さ れ る こ と を指 摘 して い る 。

[定理3.1の 系1]*(内 積 、 ノル ム の 、 補 間 作 用 素 £yによ る表 現 定 理)

(i)∀{P,∀ η∈S,

@,η)一(簿9♪,簿 η)一(τ ψ,η)一(ψ,簿 η).

(ii)∀ ψ ∈ 寝),llgpll2=lllisgpll2.

(証 明)(ii)は(i)に お い てq=η と した もの で あ る 。(i)の 成 立 を示 そ う。

定理3.1の(i)に お い て、

(簿ψ,簿η)
　 　 　 　

霹 。,§ 。…eΣ 。(Sq)(el,・ ・,…,・・)・(XV)(el,・ ・,…,・。)

で あ る が 、

　 エ エ 　

霹 。,§ 。…eΣ 。q(e1・ ・・・…,・・)・飭)(e1,・ ・,…,・。)∵ 命 題3.4の(ii>

=(SP ,iごη)∵ 定 理3.1の(i)

が 得 ら れ る 。 残 りの2等 式

(τ ～ρ,簿η)一(簿 ψ,η)

(簿 ～ρ,簿η)=(ψ,η)

の 成 立 に つ い て も 、 同 様 に 証 明 さ れ る 。

(3.17)

(3.18

(3.19)

(3.20)

[コ

次 の 定 理3.1の 系2は 、 式(3.12)の 内 積(乾
.η)に 関 し 、 式(3.7)の 各xk(ek)の 積 で 構 成 さ れ る

関 数 系

{x1(el)・x・(・・)・… ・・。(・。)},、∈lo,il(、。1.。、'(3.21)

が 正 規 直 交 系 で あ る 事 実 を 指 摘 して い る 。

[定 理3.1の 系2](正 規 直 交 定 理)

(x1(j1)・x2(j2)・ … 。xn(jn),xI(k1)。x2(k2)・ ・…xn(kn)〉=

1ifj1=k,〈j2=k2〈 … 〈jn=kn

{。 。therwi、e.・

(証 明)定 理3.1の(i)を 適 用 す れ ば、 表 現
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(x,G,)・x、G,)・ … ・x。〈j。),xl(k1)・x,(k、)・ … ・x。(k。))

ヱ 　 　
・==Σ Σ … Σe1(j1)・e2(j2)・ … ・e

n(jn)・ て牙(ki)・ て豸(k2)・ … 。可(kn)
　　　 　 　ユ　 む 　ロ　 む

を 得 る が 、 こ れ は 、 命 題3.2を 適 用 し て 、

1ifj1==k1ノ ＼j2=k2/＼ …/＼jn=kn

{Ootherwise

(3.22)

□

3.4パ タ ー ン の 、 補 間 作 用 素 簿 に よ る内 積 の導 入 に伴 う表 現

次 の 定 理3.2は 、任 意 の パ タ ー ン ψ ∈ ～Dが、 式(3.27)の よ う に互 い に直 交 す る ψ1≡ 驚 ψ,r2≡

ψ⊥の和 に、 式(3.25)の ψ=ψ1+ψ2の 如 く分 解 で き る こ と を指 摘 した もの で あ る 。注 意 す べ きは、

この 直 交 分 解 式(3.25)に お い て は、 そ の 分 解2成 分71,ψ2

につ い て 、

簿ψ1=ψ1(写 像 τ に関 す る不 動 点 性)

簿ψ2=0(写 像 τ に関 す る消 去 性)∵ 式(3.28)

が 成 り立 って い る こ とで あ る。

[定理3.2]*(パ タ ー ン の 、補 間 作 用 素 簿 に よ る直 交 分 解 定 理)

任 意 の ψ ∈ ⑲ に対 し、

[19P一 簿 ψll・ ・O

を 得 、

(T-,ψ ⊥)=0

を 満 た す,p⊥ ∈Sが 存 在 し 、 パ タ ー ンqは 、

ψ=i写 ψ 十 ψ⊥∈El1)

の よ う に 表 現 さ れ 、 然 も 、

(q,Xq)==(簿 ψ,簿 ψ)

(ψ ⊥,ψ)==(ψ ⊥,簿 ψ)==O

$軌=0

も 成 り立 っ て い る 。

(証 明)定 理3.1の(ii)よ り 、

∀ ψ ∈S),llψ 一Eyψll2

　 　 　
=Σ Σ … Σ1ψ(e1

,e2,…,en)一(簿q)(el,e2,…,en)【2
　ロニ む 　ヱニ 　 　ロは 　

で あ るが 、命 題3.4の(ii)を 適 用 す れ ば、

=O

で あ る こ とが わ か り、 式(3.23)が 証 明 さ れ た 。

そ こ で 、 免 ∈ ④ を、

軋 ……≡9一 簿ψ

とお け ば 、 式(3.29)か ら、

0=llq⊥ll2=@⊥,乳)

を得 て、2式(3.24),(3.25)の 成 立 が わ か っ た。

ま た・ 定 理3・1の 系1・(i)に お い て ・q=・ η とお け ば・ 式(3・26)が 得 られ る
一・

更 に、

(3.23)

{3.24)

{3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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(T-,簿 ψ)

=(ψ 一 簿 ψ
,簿 ψ)∵ 式(3.30)

=(SP ,簿 ψ)一(簿 ⑫ 簿 の

=o' .●(3.26)

が 知 れ 、

(7-,ψ)

=(～o一 脇 ρ,ψ)∵ 式(3.30)

=(ψ ,ψ)一(簿 ⑫ の

=o∵ 定 理3 .1の 系1,(i)

も 知 れ 、 式(3.27)の 証 明 が 終 わ っ た ζ とが わ か る 。

最 後 に 、 式(3.28)の 成 立 を 示 そ う 。

τ ψ⊥=簿(ψ 一 簿 ψ)
.∵.式(3.30)

=簿 ψ一 τ(簿 ～ρ)

∵ 式(2.9)か ら、 作 用 素 簿 は 線 形

=0' .● 命 題3.5

を 得 て 、 示 さ れ た 。 □

3.5・Schwarzの 不 等 式 、3角 不 等 式

次 の 補 助 定 理3.1は 、 次 の 命 題3.7の 証 明 に 必 要 と さ れ る も の で あ り 、 そ の 証 明 法 も よ く知 ら れ

て い る も の で あ る 。

[補 助 定 理3.1](Schwarzinequality)

不 等 式

∀ 乾 ∀η∈ ④,1(～ ρ,η)1≦1ゆ1レllηll(3.32)

が 成 り立 ち 、 等 号 は 、

iψii=0>1η1=OV

[ヨa(≠0)∈Z,ψ 一 ・・η] 、 一(3.33)

の 時 に 限 り成 り立 つ 。

(証 明)(ψ,η)=0の 場 合 は 、 不 等 式(3.32)の 成 立 は 自 明 で あ る 。

(～ρ,η)≠0で あ る と し よ う 。

任 意 の 実 数 λ に 対 し、 λ の2次 式

0≦1ゆ+λ ・ゆ,η)・ ηll2

=(¢ 冫十 λ・(¢㌧η)・η
,～ρ一トλ・(¢㌧η)・η)

一IIψ12+λ ・(ψ
,η)・@,η)

+λ ・(～o,η)・(η,ψ)+λ 、(ψ,η)12、1ηII2、 ゆ112+2λ ・1ゆ,η)12

+λ2、(～ ρ,η)iz・llηll2(3.34)

が 成 り 立 つ か ら、 そ の 判 別 式 が ≦0、 つ ま り、

1(ψ,η)14-1ゆ,η)iz・1ψll2、1η1[2≦0

で な け れ ば な ら な い 。 よ っ て 、

(～ρ,η)≠0で あ れ ば 、

1(～o,η)12≦1ゆll2・llηll2
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が 得 ら れ 、.不 等 式(3.32)の 成 立 が わ か っ た 。

1ψIl=0>iiηii=0の 場 合 は 、(ψ,η)=0を 得 、 式(3.32)の 等 号 が 成 り立 っ 。 そ.の 他 に』、'式

(3.32)の 等 号 が 成 り立 つ の は 、 式(3.34)=0の 場 合 で あ る か ら 、 こ れ 、 即 ち 、

SP+λ ・(ψ,η)・ η一 〇 、(3・35)

の 場 合 で あ る 。 以 上 か ら 、 式(3.32)の 等 号 が 成 り、立 つ の は 、 式(3.33)の 場 合 に 限 る こ とが わ か る 。

□

次 の 命 題3.7は 、 式(3.24)が 成 立 す る よ う な ψ⊥の 集 ま り の 部 分 空 間 性 を 明 ら か に し た も の で

あ る 。

[命 題3.7]*

iiψii2=(g7,～ ρ)=0.(3.36)

を 満 た す ψ の 集 合 を ⑲ ⊥と 書 く と 、

ψ,η ∈!軌 に 対 し 、

(i)ψ+η ∈ ④ ・

(ii)∀a∈Z(複 素 数 体),a・ ψ ∈ ～D⊥

(証 明)ψ,η ∈ ⑲⊥と す る 。

o≦iiSP+η1[2≦@+η,針 η)

一ll例12+剛2+@ ,η)+(η,ψ)

一@ ,η)+(η,ψ)∵11ψII2-IIη112-0

-2・R・(ψ ,η)

≦2、R・(～o,η)i

≦2・1(～ ρ,η)1一[IR・(ψ,η)i2+IIm(ψ,η)12]'iz

≦2、1ψii・iiηll

.
.'補 助 定 理3.1のSchwarzの 不 等 式

=0∵1ψ12、 η112=0

∴iiψ 十 η1=0

を得 て 、(i)が 示 さ れ た 。 ま た 、

lla・ ψll・一(a・ ψ,a・ ψ)=lal2・1ゆ}12=0

を 得 て 、(ii)が 示 さ れ た 。 、 、 』』 □

次 の 命 題3.8の 証 明 法 も 、 ヒ ル ベ ル ト空 間 論 の 初 歩 に お い て よ く知 ら れ て い る 。

[命 題3.8]*(3角 不 等 式;thetriangularinequalityproperty)

}1ψ+ηll剄1ψ 酬 η11.「1(3・37)

が 成 り立 ち 、 等 号 は 、

Im@,η)一 〇 〈R・(ψ,η)≧0〈

1(ψ,η)Hゆi卜1}ηll'(3・38)

の 時 に 限 り 、 成 り立 つ 。

(証 明)1ゆ 十 ηP=(ψ+η ・ψ+η)≦

1ゆ}i2+【 剛2+(～ ρ,η)+(η,ψ)

一1ゆ ・ll2+llη112+2・R・(ψ ,η)

≦llgll・+[1ηII・+2、R・(～ ρ,η)1.(3・39)1

≦1ゆ1酬 ηP+2、@,η)1 、 、・'＼(3・40)
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≦llψll2+IIηll2+2・1ゆil・llηll(3 .41)

∵ 補 助 定 理3.1のSchwarzの 不 等 式

一(llψ 囲1ηID2

を得 、不 等 式(3.37)の 成 立 が 示 さ れ た 。

式(3β7)で の等 号 成 立 は 、3式(3.39)～(3.41)に お い て等 号 が 成 立 す る場 合 で あ る か ら、 明 ら

か に、

R・(ψ,η)、R・(ψ,η)1〈

lR・@,η)1、(ψ,η)1〈

1(～ρ,η)1、1ψ[卜1[ηli(3.42)

の場 合 に 限 る 。 この 式(3.42)を 書 き直 した もの が 、 式(3 .38)で あ る 。 □

3.6内 積 の 導 入 に伴 うpre-Hilbert罕 間 の 完 備 化

本 章 で は 、命 題3.7で 登 場 した 部 分 空 間

⑲・≡{ψ ∈⑲1(～ρ,ψ)一〇}(3 .43)

に属 す る"パ タ ー ンSPの 直 交 分 解 式(3.25)内 の 免"を あ か ら さ ま に 意 識 しな い 情 報 処 理 技 術 を

確 保 す る た め 、 …5ψを ψか の ご と く取 り扱 え る 数 学 的 枠 組 み 、 つ ま り、 剰 余 類 の作 る 空 間 の 完 備

化 手 法 が研 究 さ れ る 。

3.6.1剰 余 類 の 作 る線 形 空 間

④ の ～軌 に よ る剰 余類(residueclass)

〈⑲ 〉,C≡④1④⊥(3 .44)

を考 え る 。 即 ち、

ψ 一 η∈ 璽)⊥(3.45)

で あ る よ う な ηを ψ と同 じ類(class)に ま とめ て、 〈ψ〉,cと書 く:

〈ψ〉詞 η∈ ④iψ 一η∈ ④・}
.(3.46)

[コ

9冫～η⇔ ψ 一 η∈電)⊥ .(3.47)

で 定 義 さ れ る ④上 の2元 関 係 ～ は 、 命 題3 .7よ り、

①(反 射 性;reflexivelaw)ψ ～ ψ

②(対 称 性;symmetriclaw)ψ ～ ηな ら ば、 η～ ψ

③(推 移 性;transitivelaw)ψ ～ η〈 η～ ψな らば 、 ψ ～ ψ

を満 た し、 同 値 関係(equivalencerelation)で あ る 。

〈ψ>rcは ψ を含 む 同値 類(theequivalenceclasscontainingψ)で あ る 。 同 値 関 係 ～ に よる パ タ ー

ン ψ の 集 合 ⑲ の 商 集合

④/～ ≡{〈ψ〉・cゆ ∈ ⑲}'
.(3.48)

は 式(3.44)の ⑲>rcの こ とで あ る。 任 意 の ψ ∈ ④ は、 ψ⊥∈～め⊥が 存 在 して、 式(3 .25)の よ う に

直 交 分 解 可 能 な事 実 を指 摘 して い る 定 理3.2よ り、 簿ψ ∈<ψ>rcで あ り、 簿ψ は 類 〈ψ〉,、の 代 表 元 の1

つ で あ る こ と に な る。

実 は 、 ψ 一η∈ ～D⊥な らば 、 ψ もηも類 〈ψ>rcの代 表 元 の1つ とな る。

類@〉,c,〈 η>ICの和 、 ス カ ラ ー 乗 法 を 、

(イ)〈 ψ>rc,〈η〉,cにつ い て は ψ+η を含 む類
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〈～ρ十 η>rc(こ こ に ≦SP∈ 〈ψ〉,c,η ∈ 〈η>IC)

(ロ)a・ 〈ψ〉,cにつ い て はa・ ψ を 含 む 類

〈a・(iρ〉,c(こ こ に 、SP∈ 〈～ρ冫,c)

に よ っ て 定 義 す る と 、 ⑤ 〉,c或い は 、 簿/～ は 線 形 空 間(複 素 数 体 を 係 数 とす る 加 法 群;ベ ク トル 空

間)に な る 。

然 も、

ψ1,%∈ 〈ψ>rc,η1,η・∈ 〈η〉,c

な ら ば 、

ψ1一 ψ・∈ ～め⊥,η1一 η・∈ ④ ⊥

に よ っ て 、 補 助 定 理3.1のSchwarzの 不 等 式 を 適 用 す る と、

0≦i(～Ol,η1)一(ψ 、,η、)1

、@1一 ψ、,η1)+(T2,η1一 η、)1

≦ 』1ψ1一 ψ、ii、1η11i+llψ 、II、1η厂 η、ii

=o

と な る か ら 、

(T'1,η1)一(ψ ・,η・)

を得 、 内積(SP,η)の 値 は代 表 元 の と り方 に よ っ て よ ら な い こ とが わ か る 。 よ って 、

@,η),c≡(〈 ψ〉,c,〈η〉,c)≡@,η)

こ こ に 、SP∈<ψ>rc,η ∈〈η>rc

に よ っ て 、⑤ 〉,、の2つ の類 〈ψ〉,c,〈η〉,、の 内積 が 定 義 され て よい 。

(〈ψ≧。,〈SP>,c)=0は 、 類 〈ψ〉,cが⑲⊥に属 す る こ と、 即 ち、

式(3.44)の 剰 余 類 ⑲/～D⊥の零 ベ ク トル に な る こ と

を示 す か らで あ る。

3.6.2線 形 空 間 の 完 備 化 と して の ヒル ベ ル ト空 間

(3.49)

(3.50)

内積の定義された線形空間(ベ ク トル空間)夢 がノルム距離d(ψ,η)≡1ゆ 一ηllの意味で"完

備"(complete)な 距 離 空 間 に な る と き、 即 ち、

「Cauchyの 収 束 条 件lim貿_。 。llψk一ψ41=0

を満 足 す る 点 列{ψk}k=1,2,… に対 し、 必 ず 、

limk_..ilψk一 ψll=0

な る如 き収 束 点 ψ」

(3.51)

(3.52)

(3.53)

が 夢内 に 存 在 す る と き 、 夢 を ヒル ベ ル ト(Hilbert)空 間 とい う。 この よ う な収 束 点 が ψ,ηと、2

つ 存 在 す る とす れ ば 、

1ゆ 一ηll≦1ゆ 一 ψ・1田1ψ ・一ηli

にお い て 、k→ ・。とす れ ば 、

0≦1ゆ 一η1≦0

を得 て、 ψ=η と な り、 収 束 点 は唯1つ に限 る こ とが わ か る 。

3.6.3剰 余 類 の作 る空 間 の 完 備 化

内積 の 定 義 され た線 形 空 間 はpre-Hilbert空 間 と呼 ば れ る が 、pre-Hilbert空 間 翻 に対 し、 常 に、

式(3.53)で い う 収 束 点 ψ を 、 翻 をそ の 稠 密 な 部 分 空 間 とす る よ う なHilbert空 間 夢 に(す べ て の

実 数 を有 理 数 列 の極 限 と して 定 義 す るの と同 じ考 えで)作 る こ とが で き る。 この よ うな 夢 を 翻 の
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完 備 化(completion)と い う が(文 献[20]の16.3節,p.141)、 実 は 、 ⑲/～D⊥ の 完 備 化 は ⑲/～軌 自 身

で あ る 。 次 の 命 題3.9の(i)に つ い て は 、 月 本[12]は 、

ψ(・)一 ψ(0)・(1一 ・)+ψ(1)・x・ ・.(3.54)

に つ い て の み 、 証 明 し て お り、(ii>,(iii)に つ い て は 、 明 ら か と し て い る 。

[命 題3.9]*

式(3.44)の ⑤ 〉,c≡⑲/～め⊥に 関 し、

(i)(〈9♪>rc,〈SP>rc)≧0

0∈ 〈ψ 〉,c⇔(〈ψ〉,c,〈ψ>rc)=0

(ii)(〈 ψ〉,c,〈η〉,c)一(〈η〉,c,〈ψ〉,c)

(iii)(〈T'1>,c+〈 ψ・>rc,〈η〉,c)

一(〈ψ1> ,c,〈η〉,c)+(〈SP、〉,c,〈η〉,c),

∀a∈Z(複 素 数 体),(a・ 〈ψ 〉,c,〈η>rc)=a・(〈SP>,c,〈 η〉,c)

が 成 り 立 ち 、3.6.1項 の2定 義(イ),(ロ)に 従 い 、2つ の 演 算

くψ》・+〈η>rc'(355)

a・〈ψ〉冠(a∈Z)(3 .56)

を 導 入 す る と 、

llψll,c≡ll〈SP>ICII≡ 〉蘊 く ・・ 』 』.・ ・(3.57)

を 満 た す 〈ψ 〉,、の 集 合 夢 はHilbert空 間 を 形 成 す る 。

(証 明)(i)の 証 明:前 半 は 、

(〈ψ〉,c,〈ψ〉,c)=@,ψ)●..式(3.50)

≧0

と示 さ れ る 。 後 半 に つ い て は 、

(〈ψ≧、,〈ψ≧。)=0⇔(SP,ψ)=0●.◆ 式(3.50>

⇔9∈ ～D⊥ ∵ 式(3 .43)

⇔0∈ 〈i'1、 ∵ 式(3.46)

と示 さ れ た 。

(ii),(iii)は 、2式(3.12),(3.50)か ら 明 ら か で あ る 。.・ 「 □

命 題3.9か ら、 次 の6事 項(イ)～(へ)が 成 り立 つ

(イ)(〈 ψ〉,c,〈η1>,c,+〈η、〉,c)

一(〈ψ>rc,〈η1>rc)+(〈 ψ〉,c,〈η、>rc)

(ロ)物 ∈Z,(〈SP>,c,・ ・〈η〉,c)

一 ・・(くψ〉
,c,〈η>rc)

が 成 立 し、 ま た 、

(ハ)II〈 ψ〉,cll≧0〈

ii〈ψ〉,CII=0⇔0∈ 〈ψ〉,。

(二)(3角 不 等 式)命 題3.8よ り、 不 等 式

ii〈ψ〉,C+〈 η〉,CII≦ii〈 ψ〉,CII+ll〈 η〉,clI

が 成 立 し 、 こ こ で 、 等 号=は

Re(〈 ψ>rc,〈η〉,c)≧0〈

Im(〈 ψ>rc,〈η〉,c)=0〈
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1(〈ψ〉,c,〈η〉,c)1-ll〈 ψ〉,CI卜ii〈η>rcll

の 時 に 限 る 。

(ホ)iia・ 〈ψ〉,cll=lal・ii@〉,cii,a∈Z

(へ)(Schwarzの 不 等 式 〉 補 助 定 理3.1よ り 、 不 等 式

1(〈ψ>CC,〈η〉,c)i.≦ii・〈ψ>ICII、1〈 η〉,CII

が 成 立 し 、 こ こ で 、 等 号=は

〈ψ〉,c=OV

〈η〉,c=OV

[ヨa(≠0)∈Z,〈 のrc一 ・・〈η〉,c]

の 時 に 限 る 。1『 、 □

式(3.50)、 命 題3.9に よ っ・て 、 〈ψ〉,c(∋ψ)の 代 り に 、 唯 単 に 、 ψ と 書 い て よ い か ら 、 以 後 、 こ の

記 法 に 従 う こ と が あ る 。

4.パ タ ・rン ψ=[0,1]n→Zの 情 報 量AIS(簿 ψ)

本 章 で は 、 式(3.1)の パ ター ン ψ の 直 交 分 解 式(3.25)の1つ の 応 用 と して 、 ψ・の 情 報 量AIS

(ψ)を 定 義 し、 そ の 諸 性 質 を調 べ て み よ う。 』1、

4.1SUZUKI情 報 量AIS

s.suzukiの 提 案 す る 情 …報 量[8]AIsは 、 式(2.22)で の 諸 記 号M,N,N;N一 を 使 っ て 、、

AIS=1092[M/N+](4.1)

と定 義 さ れ る 。4種 類 のShannon形 の 情 報 量

Is(1).=log2M,Is(2)=1092N,

Is(3)=log2N;Is(4)=log2N一(4.2)

の 内 、 第1,4番 目 の 情 報 量 を 用 い る と 、 そ の 差 と し て 、

AIS=Is(1)一Is(4)(4.3)

と し て 表 さ れ る0

有 意 味 な 入 力 の 総 数N+が 全 入 力 の 総 数Mの2-mで あ る 、 つ ま り 、M12mで あ れ ば 、AISは 、 明

ら か に 、

AIS=log22m=m[ビ ッ ト]「(4.4)

で あ る 。

式(2.22)で の 諸 記 号M,N,N;N一 の 間 に は 、

N=N+十N-1(4.5)

M=N十(M-N)=N+十N一 十(M-N)、(4.6)

と い う 関 係 が あ る か ら 、 こ の 式(4.1)のAISは 、 式(2.22)の ご と く変 形 さ れ る こ と は す ぐ、 わ

か る 。

更 に 、M=Nが 成 り立 ち 、 す べ て の 入 力 が 処 理 可 能 で あ れ ば 、AISは 、

AIS=1092(1-f-N一/N+)ifM=N(4.7)

と な る 。
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4.2'n変 数 真 理 関 数q:{0,lln→IO,1}の 情 報 量AIS@)

式(2.6)のn変 数 真 理 関 数 ψ の 情 報 量AIS(q)は 、

M=2n

N(=2・):qが 表 現 可 能 な 入 力(x1,x2,…,x。)の 総 数

N+(q):q(Xl,x2,…,x。)=1を 満 た す 入 力(qが 真 に な る 入 力)(XI ,x2,…,x。)の 総 数

N一@):q(xl,x2,…,x。)=0を 満 た す 入 力(ψ が 偽 に な る 入 力)(xl ,x2,…,x。)の 総 数

と して 、

AIS@)=log2[1十N一(ψ)∠N+(ψ)]

と な る 。

式(2.6)のn変 数 真 理 関 数 ψ に つ い て は 、

ψ、(e1,e、,…,e。)∈{0,1}

で あ り 、
　 　 　

N+@)=Σ Σ … Σ ψ(el,e2,…,e。)
　　ニニむ 　ユニ むen=・O

で あ る 。 そ し て 、

q(el,・ 、,…,・。)一lq(e1,・,,…,・ 。)1-lge,(el,。 、,…,。。)li

が 成 り立 っ て い る 事 実 を 考 慮 す る と、4式(4.1),(4 .7)(4.13),(4.14)か ら 、

AIS(q)
　 　 エ

=lo92[2n/Σ ≧ … ΣIq(e
1,e2,…,en)12]

　ロロ む 　ユ　 む 　ロニ む

と表 現 さ れ る 。 式(4.16)のAIS@)は 、 定 理3 .1の(ii)に よ れ ば 、

AIS@)

=log2[2n/IIψll2]

=n-log211ql12

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

と表 され て よ い 。 式(4.17)の 情 報 量AIS@)は 、 月本 に よ っ て論 理 エ ン トロ ピー(命 題SPの 持 つ

情 報 量)の 定 義 と して 、 採 用 され て い るが[12]、 本 論 文 で は、 式(4 .1)のSUZUKI情 報 量 か ら導

か れ た もの で あ る事 実 に注 意 してお こ う。

4.3パ ターン簿ψの情報量

前節の論から、式(2.6)のn変 数真理関数 ψの情報量AIS@)は 式(4 .17)で 与え られた。式

(2.6)のn変 数真理関数ψの拡張である式(3.1)のn変 数複素数値関数 ψに対 しても、

AIS(ψ)≡n-log2ii～ ρ1[2 (4.18)
と定 義 し よ う。 そ うす れ ば、 次 の 定 理4.2が 成 り立 ち 、 情 報 量AIS(ψ)は 式(3 .11)で 示 され て い

る"ψ ∈④の端点での関数値の集合"か ら、一意的に決 まることことが判明する。

[定理4.1](情 報量の表現定理)

∀ψ∈④,AISゆ)
　 　 　

=n-IOg2≧E
_… Σ1ψ(e1,e2,…,en)12].

　ロ　 む 　ユ　 む 　ロニ む

(証 明)定 理3.1の(ii)を 式(4.18) ,に考 慮 す れ ば、 明 らか で あ る。 0
次 の 定 理4.2が 成 り立 ち、 情 報 量AIS(ψ)は 剰 余 類 につ い て一 意 的 に決 ま り、 ψ に式(2 .9)の 補 間

作用素$を 作用させて得 られる"ψ の補間近似モデル"簿 ψに一致することが判明する。

[定理4.2](剰 余類・補間の情報量定理)

(i)(剰 余類情報量定理)
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∀η∈ 〈ψ≧c∈～D1町,AIS(η)=AIS(ψ).・

(ii)(補 間 情 報 量 定 理)、

∀ψ∈④,AIS($φ)一AIS(Sp).

(証 明)(i)は 、2定 義 式'(350),(3.56)を 式(4.18)に 考 慮 す れ ば、 明 らか で あ る。(ii)は 、

定 理3.1の 系1を 式(4.18)に 考 慮 す れ ば、 明 らか で あ る 。 、 □

5.完 全正規直交系、フー リェ式展開

本章では、3章 の内容 と結果的には、1部 、重複することを恐れず、式(3.1)の パターンψ∈④ 』

の構造を明らかにできる諸命題、諸定理が説明される。

5.1n変 数 真 理 関 数 ψの 選 言 標 準 形 の 基 底

不 等 式

OSk52ｰ一1(5.1)

を満 た す 非 負 整 数kをn桁 の2進 数 で 表 現 した もの を、en,e、は各'々、 最 上 位 、最 下 位 の桁 と'して 、

enen-1"'e,

こ こ に 、ee∈{o,1}(e=1～n)'

と し よ う 。

Xe(ee)(4=・1～n)の 定 義 式(2.11)に 注 意 し て 、

φ・≡ φ・(X1,・・,…,X。)

≡X1(el)・X、(e、)・ … ・X。(e。)

を 導 入 す る 。

次 の 命 題5.1は 、 式(2.6>のn変 数 真 理 関 数 ψ の 選 言 標 準 形(disjunctivenormalform)

q=ψ(XI,X、,…,X。)
　の　 ユ

=y[C・ 〈 ¢・(X1
,X・,…,X。)]

　　む

こ こ に 、Xk,c、 ∈{0,1}

で の 、 基 底{φk}。 ≦k≦2、一1の 性 質 と して 、 よ く 知 ら れ て い る が 、 一 応 、 証 明 し て お く。

[命 題5.1](各 φkの 相 互 排 反 性)

∀Xl,∀x、,…,∀x。 ∈{0,1},

φ・(X1,・・,…,・。)〈 φ・(X1,・・,…,・。)

=φ ・(X1
,・・,…,・。)・φ・(X1,・、,…,・。)

Oifk≠4

{φ 、(Xl,。 、,,.,,。.)ifkLe・

(証明)式(5.5)の 成 立 は 、 φk∈{0,1}に 注 意:すれ ば 、

a,b∈{0,1}⇒a〈b=a・b

か ら明 ら か で あ る。

式(5.6)の 成 立 を示 そ う。

(i)k≠eと す れ ば、 表 現

(s.2)

(5.3)

(5.4)

(s.s>

(5.6)

(5.7)
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,/,k.,/,Q=....XJ.(1Xj/..(5
.ﾔ)

を 許 す 正 整 数j(1≦;j≦n)が 必 ず 、 存 在 す る 。 こ こ で 、Xj∈{0,1}で あ る か ら 、'.

x;'(1-x;)=0(5 .9)

が 成 り立 ち 、 式(5.9)を 式(5.8)に 代 入 す れ ば 、 本 命 題 の 前 半 の 成 立 が 知 れ た 。

(ii)k=4と す れ ば 、3式(5.1)～(5.3)を 使 っ て 、

φ・・φ・=x1(e1)2…(・,)2・ … ・・。(・。)2,(5.10)

で あ る 。XQ(ee)∈{0,1}(4=1～n)で あ る か ら 、

・・(・∂2一 ・P(・∂(4=1～n) .1(5.11)

が 成 り立 っ て い る か ら 、 こ の 式(5.11)を 式(5.10)に 代 入 す れ ば 、

φ・・φ・一x1(e,)・x・(・ ・)・・…x。(・ 。)一φ、 、(5.12)

が 得 ら れ 、 本 命 題 の 後 半 の 成 立 が 知 れ た 。 ・ 「 □

5.2n変 数 パ タ ー ン 関 数 ψ の 構 造 を 明 ら か に す る 基 底{φk}o≦k≦2"一1

実 際 は 、X@∈{0,1}(Q=1～n)で は な ぐ して 、.

XQ∈[0,1],つ ま り、0≦XQ≦1(4=1㌣n)'「 「(5 .13)

の 場 合 を 本 研 究 で は 考 え て い る か ら 、 式(3.12)の 内 積@,η)に 関 す る 各 φk(k=1～n)の 正 規 直

交 性 を 指 摘 す る 一 層 精 密 な 次 の 命 題5。2が 必 要 と な る 。

本 命 題5.2は 定 理3。1の 系2で あ り 、 そ ど で は 、 定 理3.1の(i)、 並 び に 、 命 題3.2を 使 っ て 証 明 も

な さ れ て い る 。

先 ず 、 そ ゐ(iii)が 命 題5.1の 拡 張 と な っ て い る 次 の 補 助 定 理5.iを 証 明.し て お こ う 。

[補 助 定 理5.1](零 性,不 動 点 性 と 相 互 排 反 性)

(i)(写 像 脇 に 関 す るxβ(e∂ の 零 性)

貌(Xg(1)・XQ(0))=0(4=1～n).

(ii)(写 像 貌 に 関 す るx£(eの の 不 動 点 性)一

竃 ・(・8(・∂)=・P(・e)(k≠Q)(5 .14)

が 成 り 立 ち 、

簿 ・(・・(・∂)一 ・・(・の(P-1～ ・).・ ・(5.15).

(iii)(簿 を作 用 後 の 各 φkの 相 互 排 反 性)

簿(φ ・・φ・!-

Oifk≠e

{簿 φk=φkifk=Q.

(証 明)XQ(e｢)の 定 義 乖(2.11)に 注 意 し て お く。

(i)の 証 明:

貌(XQ(1)・XQ(0))

、一xゼ(1一 ・e)1.P.。(1-xe)+xゼ(1-x｢)!。P.1・Xg

∵ 式(2.10)〉 式(3.2)

=o .

(ii)の 証 明:作 用 素 賜 の 定 義 式(2.10)、 或 い は 、 定 義 式(3.2)か ら 、

^sk(XQ(e｢))

=Xg(eの1 。k=。・(1-x、)+XQ(e∂1。 、=1・X、
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=Xe(ee) .

を 得 、 ま た 、

(イ)Xe(ee)lx,=O=

1-Xe=1ifee=0

{Xe=Oifee=1
(ロ)Xe(ee)1。,一1=

「

{

1-Xe=Oifee=O

Xe=1ifee=1

で あ る か ら 、 こ の(イ 〉,(ロ)か ら 、

貌(Xe(ee))

=Xe(e∂1
。,一。・(1-xの+Xe(ee)i。,一1・Xe

　
1・(1-Xe>十 〇。Xe=(1-x彦)ifee=0

{0・(1-Xe)十1・Xe=Xeifee=1

=Xe(eの

を 得 て 、 証 明 さ れ た 。

(iii)り 証 明:k≠eと す れ ば 、 変 数Xjを 含 ま な い 関 数 ψが 存 在 し て 、 表 現

φ・・死 一 ψ ・Xj(1)・X」(0)…(5.16)

を 許 す 正 整 数j(1≦j≦n)が 必 ず 、 存 在 す る 。 こ こ で ～'命 題3.1の(ii)の 指 …摘 す る"簸 同 士 の 可 換

性"を 適 用 す れ ば 、

簿(φ ・・弄)

.一(Xi・ τ・・… ・ESIj-1・ESIj+1・…ES・)・EIYj(Xj(1)・Xj(0))

が 成 り立 つ が 、 補 助 定 理5.1の(i)を 適 用 し て 、

=・(Xi・EIS、 一ESfj .,・liyj+1・…X。)・0

=0∵ 式(3 .2)

を 得 て 、 前 半 の 成 立 が 示 さ れ た 。

後 半 の 成 立 を 示 そ う 。

(ノ丶)yj(Xj(ej)2)=三 ごj(Xj(ej))(1≦j≦n)

∵2式(2.11),(3.2)

に 注 意 す れ ば 、

6j==oの と き 、

ESfj(Xj(ej)2)一1・(1-Xj)+0・Xj

=(1-Xj)=Xj(ej)

ej=1の と き 、

ESj(Xj(ej)2)=0・(1-Xj)+1・Xj.

=Xj=Xj(ej)

が 成 り立 っ て お り、 そ れ 故 、

(二)三 乙j(Xj(ej)2)=)Cj(ej)(1≦j≦n)

が 得 ら れ る 。 こ の(ハ)か ら 、

簿(φ ・・否)
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=簿1・ 簿、・… ・簿
。(XI(e1)2・X、(e、)・ ・…

・X
、(e。)2)

=冠1(X1(e,)2)・ 簿,(・ 、(e、)・)・… ・

簿・(・・(・・)2)(5 .17)

=竃1(x1(el)〉.鉦
・(・・(・・))・… ・τ・(・・(en)2)(5 .18)

=冠1・ τ、・… ・簿。(X1(e1)・X、(e、)・… ・X。(e。))

=簿(φk)
.(5.19)

が 知 れ 、 更 に 、 式(5.18)に(二)を 適 用 し て 、

=Xl(e1)・X21(e、)・ … ・X
。(e。)

=φ ・

が 知 れ 、 後 半 の 成 立 が 示 さ れ た 。 □

月 本 の 論 文[12]で は 、 次 の 命 題5.2の 証 明 は 、 あ か ら さ ま に 与 え ら れ て い な い 。

[命 題5.2](関 数 系{φk}。 ≦k≦2。一、の 正 規 直 交 性)

(φ・,φ∂=

Oifk≠4

{1ifk=Q.
(証 明)内 積 の 定 義 式(3.12).に 注 意 し て お く。 .

(i)・k≠4の 場 合

(φk,φ の

一2n・f�xlf�・ ・…f�・
。射(φ 、・π)(x1,・,,…,・ 。)

=2・ ・.ﾎ�x,f�xz…f稘xnO●.'補 助 定 理5.1の(iii)

=o

(�)k=4の 場 合

(φ・,、φの

一Zn・f�xi .ﾎ�・・…f�・ 。躍(φk'φ4)(x1,・ 、,…,・。)

=2n..JﾔCIXIJOCIX2.・ ・f�x
、 φk∵ 補 助 定 理5.1の(iii)

=2n。f'adx,X1(e1)・f'adx2×2(e2)・ ・… ノ3dX
nXn(en)

=2n・(1/2)n∵ 定 理3
.1の 証 明 中 の ①,②

=1 .0

次 の 命 題5.3の 証 明 も 、 月 本 の 論 文[12]で は 、 あ か ら さ ま に 与 え ら れ て い な い 。

命 題5.3の(iii)は 補 助 定 理5.1で もあ り、 ま た 、(iv)は 、(ii)を 考 慮 す る と、 命 題3.6で あ る。
・[命 題5

.3]

不 等 式(5.1)を 満 た す 添 字 と し て の 正 整 数kの2進 表 現 式(5 .2)を 考 え 、 式(5.3)で 定 義 さ れ

る 関 数 φkた つ い て 、 次 の(i)～(iv)が 成 り立 つ:

(i)j4∈{0,1}(4=1～n)と し た と き、

φk(j1,j2,。●・,jn)=

1… ∀4∈{1,2,…,n},j4=e8の と き

{0… ヨQ∈{1,2,…,n},j4≠e6の と き .

(ii)∀ ψ∈ ④,∀k:(0≦k≦2n-1),
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(Xq,¢ ・)一(q,φ 、)一q(e1,・ 、,…,・。).

(iii)∀k(0≦k≦2・ 、),Xφ 、一 φ、.

(iv)∀k(0≦k≦2・ 一1),(Xψ,φk)=0な ら ば 、 簿 ψ=0.

(証 明)(i)の 証 明:

φ・(X1,・,,…,X。)i.,.j,(e-1、 。)

≡j1(el).j2(e2).....jn(en)』.(5 .20)

で あ る が 、 命 題3.2を 適 用 す る と 、 所 要 の 結 果 を 得 る 。

(ii)の 証 明:定 理3.1の(i)を 適 用 し て 、

(Xq,φk)

　 　 　 　

=

、、≧。j、≧。●●●j,≧。(3q)(j・ ・j・・""j・)軸1」 ゐ…'j・)

が 得 ら れ る が 、 更 に 、 命 題3Aの(ii)を 適 用 す れ ば 、

　 　 　

「 Σ。,≧ 。●●再 。q(jl・j・・'●●・ln)●天Gl」 轟)、(5・21)

を 得 、 明 ら か に 、 定 理3.1の(i)か ら 、

=(q
,φk)

が 成 り 立 ち 、 前 半 が 示 さ れ た 。 後 半 を 示 そ う 。

φk=φkで あ る か ら 、 本 命 題5.3の(i)を 式(5.21)に 適 用 す れ ば 、

(簿 ψ,φ・)

=q(e1
,e、,…,e。)

を 得 、 後 半 が 示 さ れ た 。

(iii)の 証 明:命 題3.4の(i)か ら 、

∀X1,∀X2,…,∀X。,

(Xφ 、)(X。X,,・・,X。)
　 　 ユ

=

j,≧Oj、≧0'●事 ≧0φk(ji・j2・."・jn)●XI(ji).X2(j2)・ ・…Xn(jn)

で あ る が 、 本 命 題5.3の(i)を 適 用 す る と 、

=x1(e1)・x2(e2)・ … ・x
n(e。)●.'本 命 題5.3の(i)

=φk(x1
,x2,…,x。)∵ 式(5.3)

を得 て 、 証 明 が 終 わ っ た 。

(iv)の 証 明:

∀k(0≦k≦2n-1),

O==(簿 ψ,φk)=ψ(e1,e2,…,e、)●.● 本 命 題5.3の(ii)

=(簿 ψ)(e1
,e2,…,en)●.● 命 題3.4の(ii)

・が 成 立 し て い る か ら
、

llXqII2
　 　 　

==

、、≧。j,≧ 。●●偽IESgPG・ ・j・・●;・・jn)12∵ 定 理3・1の(ii)

=0
,

∴ 簿 ψ=0.□

命 題5.3の(i),(ii)か ら、主 張 出 来 る こ と は次 の通 りで あ る:

命 題3.4の(i)で の 簿qの 補 間展 開 にお い て 、 関 数系1φk}。 ≦k≦2.一、が 正 規 直 交 系 で あ る こ と を考 慮

す る と(定 理3.1の 系2、 或 い は 、 命 題5.2)、
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∀ ズ1,∀x2,…,∀x。,0≦ ψ(x1,x2,・ ∵,x。)≦1の 場 合

1(簿 ψ1φk)iZは 、 パ ター ン ψ に φkが存 在 す る程 度 、 或 い は 、座 標 点xi=e、,x、=e∴ 胃xi=e、 に

お い て 論 理 φk(x1,X2,…,x。)r1が 成 立 す る 程 度 を 表 し て い る 。.・ □

5.3関 数 系{φk}o≦k≦2n_1の 完 全 性

付 録Aな どの ヒ ル ベ ル ト空 間論 に よ る と、lq一 ηIl=0を 満 た すq,η をq=η と書 い て よ

い 。 つ ま り、

1ゆ 一 ηll-O⇔q一 η ・ ・'.・ ・ 』.・(5.22)

で あ るか ら、 定 理3.2の 、式(3.25)は 、 唯 単 に、

ψ=簿 ¢》 ・(5.23)

と書 い て よ くて 、 こ の 表 現 を許 す 理 論 的基 盤(剰 余 類 の 作 る 空 間 の完 備 化)は3 .6節 で 与 え られ て

い る 。

命 題5.2か ら、 関 数 系{φk}。 ≦k≦2n-1は正 規 直 交 系 で あ り、命 題5.3の(iv)か ら、 完 全 で あ る こ とが

判明するから、付録Bの 定理B.2が 適用され、

完全関係
　　　　

∀q∈D・llEIYqll2一
、;。($ψ,φk)12』(5124)

が 成 り立 ち 、 ま た 、Fourier式 展 蘭

　

∀q∈Ell),Xψ=limm→2・ 一1Σ(簿9冫,φk)・ φk
　ニむ　　　　

一
、≧。(Xq・ φ・)・φ・ ・.』1(5.25)

が 成 り立 つ 。

2式(5.24),(5.25)に 、 命 題5.3の(ii)を 代 入 す れ ば 、 次 の1 ,llが 得 ら れ る:

1,Parseval,sfo㎜ula

∀ ψ ∈ ⑲,

llEyq112

　ロ　　
=Σ1([iSg

,φk)12∵ 式(5.24)鋼

=
k≧。!(q,φk)12∵ 命 題5.3の(ii)..(5・26)

・、1ψll2∵ 式(5.24)・ .・ .(5.27)
　ほ　　

=

k≧ 。1ψ(e1,e2,一 ・,e。)12∵ 式(5.26)〈 命 題5.3の(ii)(5.28)

ILFourierseriesof～ic,relativeto{φk}o≦k≦2n-1

簿 ψ

　　　 　
.= .Σ 侮 ψ,φk)・ φk∵ 式(5.25)

茅=1
=

k≧。(q,φk)・ φk∵ 命 題5.3の(ii)(5・29)

=q∴'式(5 .25) .、(5.30)
　 　 　

=Σ Σ … Σ ψ(e1
,e2,…,en)・X1(e1)・X2(e2)・ … ・Xn(en)

　　ニ む 　　ニ 　 　　ニ む

∵ 式(5.29)〈 命 題5.3の(ii)〈 式(5.3)』(5 .31)

□

式(5.23)の 成 立 は 、 式(5.30)で 示 さ れ て お1り 、2式(5.26),(5.27),或 い は 、2式(5.29),(5.30)

の 成 立 は 、 関 数 系{φk}。 ≦k≦2n-1の 完 全 性 を 意 味 し て い る 。
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6.特 別 なパ ター ンに対 する諸量

本 章 で は 、 式(1.5)の 「鳥 は一 般 に は飛 ぶ 」とい う2変 数 命 題 ψ に対 し、 定 理3。2,定理4.1,定 理4.2

を適 用 した 結 果 が 説 明 さ れ 、 そ の 後 、2例 の パ タ ー ン ψ につ き、 式(2.13)の 補 間 モ デ ル 驚 ψ,定 理

4.1のAIS(ψ) .を求 め て み よ う。.1「'v

6.1 、「鳥 は 一 般 に は 飛 ぶ 」と い う2変 数 命 題SP

Borel可 測 関 数 ψ4)、 式(5.29)の 線 形 補 間 近 似 簿 ψ,そ の 、 定 理4.1のSuzuki情 報 量AIS(竃 ψ)に

つ き、 簡 単 な 場 合 を 先 ず 、 考 察 し て み よ う 。

2変 数a,bを 各 々 、x1,x2と 表 す こ と に す る と 、 式
.(1.5)の 「鳥 は 一 般 に は 飛 ぶ 」と い う2変 数 命 題

ψ は 、

ψ(Xl,X,)

=xl。x2十 α・xl・(1-x2)十(1-xl)。x2十(1二x
1)。(1-x2)、(6.1)

と 再 表 現 さ れ 、 定 理3.2を 適 用 し て 、

(i)∀X1,∀x,∈[0,1],

ψ(X、,X、)=(卸)(X1,X、)+ψ ⊥(XI,X、),

where(g⊥,T'-)=0・'(6 .2)

を 満 た す ψ⊥は 、

SP⊥=0・(6。3)

で あ る こ とが わ か る 。

式(1.6)に つ い て は 、 定 理4.2の(ii),式(4.18),定 理4.1か ら 、

(ii)AIS(3ψ)=AIS(ψ) .(6.4)

=2-loge[3十az]' ・・(6.5)

と 、 確 か め ら れ る 。

6.2例5.1・(1次 多 項 式 の 有 限 個 の 積)

各Ce,deは 複 素 定 数 と し て 、

q(X1,X、,…,X。)
　

=H[Ce'(1-Xe)十de'Xe]

ぞニ 　

の:場 合 を 考 え よ う 。

不 等 式(5.1)を 満 た す 非 負 整 数kの2進 表 現 を 式(5.2)と し よ う 。 こ の と き、

∀el,∀e、,…,∀e。 ∈{0,1},

`jp(el ,e2,…,e。)
ロ

=IIae〈ee;Ce
,de>e

=1

こ こ に 、

ae〈ee;Ce,de'〉 ≡[Ce。(1-ee)十de。ee]=

Ce…ee=0の と き

{de…ee=1の と き

で あ る こ とが わ か る。

命 題5.3の(ii)よ り、

(6.6)

(6.7)

(6.s)
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(Xq,¢ ・)一(q,φ 、)一q(el,・ 、,・・,・。)
の

==IIae〈ee;Ce
,de>ぞコ　

で あ り、 命 題3.4よ'り 、

τ ψ
　の　　 ロ

=

k≧ 。(2戛a6〈ee;Ce・de>)・ φk∵ 式(5.3)

で あ る 。 ま た、 定 理4.1よ り、

AIS(Sq)
　　　　 け

=n-1・92

k≧。1,U,ae〈 ・e;・e・de>12

と表現 される。

(6.9)

(6.10)

(6:11)

6.3例5,2(exp,cos,sin鹵 数 の 有 限 個 の 積)

αe,βeは 実 定 数 で 、0≦ αe≦1,0≦1+β4≦l

Oe,τeは 正 定 数

ae,beは 複 素 定 数

と し て 、

Ce(x∂

=ae'exp[一(xer1)21(2σe2)]・cos[(π12)(x
e十 αe)].

de(x∂

=1)e-exp[一xe2/(2τe2)]・sin[(π/2>(x
e+βe)]

を 導 入 す る α パ タ ー ン

ψ(X1,、X、,…,xfi)
　

=
eUI[・e(・ の ・(1一 ・e)+de(・ の ・・e]

の 場 合 を考 え よ う 。

不 等 式(5、1)を 満 た す 非 負 整 数kの2進 表 現 を 式(5.2)と し よ う 。 こ の と き 、

∀e1,∀e、,…,∀e。 ∈io,1},

ψ(e1,e、,…,e。)
け

=

、U,qe〈 ・e;・e・de>

こ こ に 、'

qe〈ee;Ce,de>

≡[Ce(e∂ ・(1-ee)+de(ee)・ee]=

ce(ee)=ae'exp[一1/(2σe2)]・cos[(π/2)αe)]…ee=・Oの と き

{de(e∂ 〒b2・exP[一1/(2τe2)]・sin[(π12)(1+β の]…ee=・1の と き

で あ る こ と が わ か る 。

命 題5.3の(ii)よ り 、

(Sq,¢ ・)一@,¢ 、)一q(e1,・ 、,…,・。)
　

=

,4,q・ 〈・e;・e・de>

で あ り、 命 題3.4よ り、

簿 ψ
　り　ユ 　

=
k≧。(e璽iqe〈ee;ce・de>)・ φk-∵ 式(5.3)

で あ る 。 ま た 、.定 理4.1よ り、

(6.12)

(6,13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.12)

(6.13}

(6.14)

(6.15)

(6.16)
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AIS(竃q)
　ロ　 　 り

=n-lo92ΣIHqe〈ee;Ce
,de>12

4==1k=0

と表現 される。

(6.17)

7.axiom1を 満たすパ ター ンモデルTψ の構成

本章では、情報量の多いパ ター ンψか ら必要な情報だけを備 えた 「情報量の少ないパター ン、

つまり、axiom1を 満たすパターンモデルTψ 」を作 り出す操作の1つ として、式(2.9)の 写像 簿

があることを示そう。 一

7.1直 交変換による冗長度抑圧

7.1.11次 独立な系、直交系による展開

可分なヒルベル ト空間 夢の元 ψkから成 る系{ψk}k。Lが1次独立な系 としよう。固定 したSP∈夢に

ついて、

・e・idual({・・}…)、1ψ 一
、Σ。ak・ ψ・II2(7.1)

を最 小 な ら し め る1次 複 素 展 開 係 数 の 組{ak}k∈Lは 、 連 立1次 方 程 式

、Σ。(ψ・・ψ∂ ・a・(SP)一(ψ,ψ ∂,Q∈L(7.2)

を 満 た す 。

[命 題7.1](近 似 誤 差 の 評 価)

式(7.1)のresidual({ak}k∈L)の 下 限(最 小 値)は 、

i・fl・・}・・■ ゆ 一
、馨。a・・ψ・II2(7.3)

、 ゆ 一、鼕。a・(SP)・ ψ・ll2(7.4)

一(～o
,ψ)一 、Σ。a・@)・(ψ ・ψ・)(7。5)

と、 与 え ら れ る 。

(証 明)[1ψ 一kΣLak(SP)・ ψkl2.

=@一
、馨。a・(ψ)・ ψbψ 一、Σ。a・(ψ)・ ψ・)一@・ ψ 一、Σ。a・(ψ)・ψ・)

一 Σ ・・Lae(ψ)・(ψ ・
・ψ 一、Σ。a・@)・ ψ・)

一(色 ψ 一 Σak(ψ
kEL)・ ψ・)

∵ 連 立1次 方 程 式(7.2)よ り、∀Q∈L,(ψ6,ψ 一蘿
Lak@)・ ψk)=o(7.6)

=式(7 .5).□

式(7.7)が 成 り 立 っ て い る と 、 連 立1次 方 程 式(7.2)の 成 立 が 従 う こ と は 、 直 ち に わ か る 。 実

は 、 次 の 命 題7.2が 成 り立 つ 。

[命 題7.2](パ タ ー ン ψ の1次 展 開)'

パ タ ー ン ψ の1次 展 開

∀ ψ ∈ 夢,

ヨ ψ⊥∈ 選)suchthat[∀k∈L,(ψ ⊥,ψk)=0],

ψ 一、Σ。娠(ψ)・ ψ・+SP⊥ 一(7.7)

が 成 り立 つ 。 □

特 に 、1次 独 立 な 系{ψk}k.Lが 直 交 系 で あ れ ば 、 ψk,ψ 澗 に 相 関 の 無 い パ タ ー ン展 開 式(7.7>が
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得 ら'れ、 各1次 展 開 係 数ak(ψ)は 、

a・(ψ)一@,ψ 、)/(ψ、,ψ、),k∈L

と与 え られ る。 更 に 、1次 独 立 な系{ψk}k.Lが 正 規 直 交 系 で あ れ ば 、

a・ゆ)=(ψ,ψk),k∈L

で あ る 。

7.1.2直 交 系 に よ る展 開 の 有 利 性

直 交 系{ψk}k.Lに 関 し、 展 開 式(7.7)が 成 り辜 っ て い る と し よ う。添 字 の 集 合Lが 、

L+=LU{Q}

へ と増 加 して も、 命 題7 .2が 適 用 さ れく'

ヨ ψ⊥+∈ 夢suchthat[∀k∈L+,(ψ ⊥九ψk)=0],

ψ 一、Σ。a・+@)・ ψ・+・・+@)・ ψ・+ψ ・+

が 成 り立 つ 。 この と き、

[∀k∈L,ak+(ψ)=ak(SP)]

(7.8)

(7.9)

〈7.10)

(7.11)

(ﾟ.i2)
が 成 り立 ち 、{ψk}k∈L述 唯 単 に1次 独 立 な系 の 場 合 に成 立 しな い 等 式(7.12).が 従 う こ と に、 注 意

する。これが直交的による展開が1次 独立 な系 による展開 より有利 な点である。

直 交 変 換(orthogonaltransformation)に よ る 冗 長 度 抑 圧(redundancy.compression)[22]と は 、

ψ ∈夢の 代 りに、 式(7.7)、 内 の そ の 打 切 り直 交 展 開

、Σ、a・ゆ)・ ψ・ (7.13)
を採 用 し、 相 関 性 の 無 い 、 つ ま り、 直 交 し て い る 幾 つ か の パ ター ン形状 素 ψkの 定 数 倍ak・

ψkに 分 割 す る こ と

をい う。

7.1.3Karhunen-Lo騅eの 展 開

確 率 変 数Xが 測 度Pに 関 して 積 分 を定 義 で きる と き、 そ の 積 分 をE[X]で 表L,Xの 期 待 値 、又

は 、 平 均 値(expectation)と い う:

E[X]≡f .adP(ω)・X(ω).『(7.14)

□、

可 分 な ヒ ルベ ル ト空 間 夢=L2(M;dm)で 考 え る。

完 全 正 規 直 交 系{ψk}k。Lに よ って 、 パ ター ン ψ=ψ(X)を 展 開 して、

ψ(・)一、Σ、a・・ψ・(・).(7.15)

を得 た とす れ ば、 登 場 した 展 開 係 数akは 、 式(7.9)よ り

ak

≡@,ψ ・)=∫Mdm(・)・ ψ(x>・ ψ、(・) .「 ・(7 .16)

で あ る が 、 こ のakを 確 率 変 数 と考 え て 、

bk≡ak-E[ak]'・-(7 .17)

と お く と 、 ψ(x)の 平 均 値E[ψ(x)]は 、

E[so(X)]一
、Σ、E[・ ・]・ψ・(・)(7.18)

で あ り、 平 均 値E[ψ(x)]か ら の 差 ψ(x)一E[ψ(x)]は 、

ψ(x)一E[ψ(x)]

=盛
。[・・一E[・ ・]]●ψ・(・)・ 、(7.19)

で あ る 。 そ こ で 、 ・
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自己 相 関 関 数

ρψ(x,y)

=E[{ψ(x)一E[ψ(x)]}・{～ ρ(y)一E[ψ(y)]}]_・.㌧ 、・.(7.20)

を 導 入 す.る と、 カ ル ー ネ ン ・レ ー ブ(Karhunen-Loeve)関 数 系{ψk}k.Lを 定 義 す る積 兮 方 程 式 を指 摘

す る 次 の 定 理7.1が 成 立 す る 。 相 関性 が 無 くな る よ う な直 交 関 数 系{ψk}k.Lの 設 計 法 を与 え る 本 定

理7..1・は、』文 献[22]の 証 明 法 を一 般 化 した もの と して 得 られ て い る。

[定 理7.1](カ ル ー ネ ン ・レ ー ブ(Karhun駭-Loeve)関 数 系{Ψk}kELを 定 義 す る積 分 方 程 式)

耳[b、・b｢]=

E[bk]・E[bQ]=o●.'E[bk]=0…k≠Qの と き(統 計 的独 立 性)r』.・(7.21)

{E[ib、1,].…k-Qの と き 、(7.22)

で あ れ ば 、 完 全 正 規 直 交 系{ψk}k.Lは 、 積 分 方 程 式 系

∫Mdm(y)・ ρ9(x,y)・ ψk(y)=λk・ ψk(x)・ …(7.23)

,whereλk=E囗bkl2]』.(7.24)

が満 た され 、 各 ψkはρψ(x,y)を 核 とす る積 分 作 用 素 の 、第k番 目の 固 有 値 λk=E[IbkI2 .]に 属 す る 固

有 関 数 で あ る 。

(証明)先 ず 、 ゆ(x)一E[ψ(x)]レ 可 を計 算 す る と、

{ψ(x)一E[ψ(x)]}・be.

一{蓬
。[・・一E[・ ・]]・ψ・(・)}・{・厂E[・e]}

一
、ΣL[・ ・一E[・ ・]]・{・rE[・e]}・ ψ・(・)

一
、馨♪・・be・ ψ・(・)

で あ る か ら、 この 式(7.25)の 両 辺 の 平 均 を と る と 、

E[{ψ(x)一E[ψ(x)]}・be]

r
、Σ。E[b・ ・b｢]・ ψ・(・)

=E[bピ 研 ψ・(・)+
k.㍉E[bk●be]● ψ・(・)

=E[lb612]・ ψ8(x)∵ 式 .(7.22)

塘.Elel[b・]qE[bQ]'ψ ・(・)

∵ 式(7.21)

=E口bQl2]。 ψ2(x)

続 、 、,・'・'ψ ・(・)1・'

〒 λ6・ ψ4(x)∵ 式(7.24)

が 成 り立 つ 。

一 方
、

b｢≡a厂E[ae]・ ∵ 式(7.17)

=∫Mdm(y)・[SP(y)一E[ψ(y)]]・ ψ6(y)

に 、 ψ(x)一E[ψ(x)]を 乗 じ て 、 平 均 を と る と 、

λ6・ ψ、(x)

=E[{ψ(x)一E[ψ(x)]}・b｢]● .●式(7.26)

∵ 式(7.17)〈 式(7.19)

[∀k∈L,E[b、]=0(平 均 値 の零 性)]

式(7.16)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

=E[∫Mdm(y)・ ゆ(x)一E[SP(x)]}・[ψ(y)一E[ψ(y)]]・ ψ6(y)]

=∫Mdm(y)・E[ゆ(x)一E[ψ(x)]}・[ψ(y)一E[ψ(y)]]]'ψk(y)

=∫Mdm(y)・ 砂(x ,y)・ ψ6(y)∵ 式(7.20)
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を得 て 、 所 要 の 式(7.23)の 成 立 が示 さ れ た 。 □

7.2予 測による冗長度抑圧 .

予測(prediction)に よる冗長度抑圧[22]と は、直接、相関性のある部分 を予測 を行って、

取 り除 くこと

を指すのであるが、パターンψか らこの種の冗長性を取 り除いたパ ターンモデルTψ の構成法に

ついては、割愛される。

=
。Σ。。≧。'●●。≧。ψ(eue2,・ ・・…)・xl(e,)・x・(・ ・)・・・・…(・n)(7.29)

と 補 間 展 開 さ れ 、 命 題3.4の(ii)よ り、

∀e1,∀e、,…,∀e。 ∈{0,1},

(τ ψ)(e1,・ ・,…,・。)一SP(e1,・ ・,…,・。)(7 .30)

な る 如 く 、 補 間 性 質 を 備 え て い る こ と が 判 明 し て い る 。 定 理3 .1の 系1よ り、

①(ψ,$ψ)、 簿 ψll2(ψ と τ ψ と の 相 関 性 は 最 大 で あ る)

が 成 立 し て お り、 定 理3.2の 式(3.27)よ り、

②(ψ,T-)=0(ψ とTー と は 相 関 性 が な い)

が 成 立 し て お り、 こ の ①,② が 、 パ タ ー ン ψ が そ の 補 間 簿 ψ で 代 用 で き る理 由 の1つ で あ る 。
、

命 題3.5よ り 、

7.3パ タ ー ン モ デ ルTψ の 構 成 法

そ の 成 分 φkが式(5.3)で 定 義 さ れ得 ら れ た完 全 正 規 直 交 系[27] ,[32]{φk}o≦k≦2"一 、は無 論 、 あ

る 意 味 で カ ル ー ネ ン ・レー ブ関 数 系(7.1.3項)[32]で あ る(命 題5 .2、5.3節)。 この 関 数 系 を使 っ

て 、 パ タ ー ンモ デ ルTψ が3種 類 構 成 され 得 る こ と(定 理7 .3、 並 び に 、付 録C)を 示 そ う。

定 理3.2よ り、 任 意 のSP∈ ⑲ は、

ψ=即+9・ 〈(簿 ψ,ψ・)一〇〈@・,ψ ・)一〇(7 .28)

と、 直 交 分 解 で き る こ と に な っ た 。 こ こ に 、命 題3 .4の(i)よ り、

(簿ψ)(X1,X、,…,X。)
1'11

③ 簿 簿ψ=簿 ψ(ψ か ら3ψ に移 せ る 情 報 は残 らず す べ て、 簿ψ に移 して い る)

が 成 り立 っ てお り、 定理3.2の 式(3.28)、 即 ち 、

④$免=0(Tー か ら移 せ る情 報 は 無 い)

が 成 り立 っ て お り、 ψ が 互 い に相 関性 の 無 い成 分

ψ(e1,e、,…,e。)・Xl(e1)・X、(e、)・… ・X。(en)

に分 解 さ れ て い る。 こ れが 、 定 理3.1の 系2で い う正 規 直 交 性 を使 っ た直 交 変 換

ψ→ 式(7.29)の 射ψ

に よる 冗 長 度 抑 圧 で あ る。

こ の と き、 式(7.32)の 直 交 変 換 に 関 す る次 の定 理7 .2が 成 り立 つ 。

[定理7.2](写 像 簿 の 射 影 作 用 素 性)

(i)(加 法 性 ・ス カ ラ ー倍)

[∀ψ,∀η∈④,鐘(ψ+η)=冠 ψ+簿 η]〈[∀ ψ∈ ～D,∀a∈Z(複 素 数 体) ,簿(a・ ψ)
=a・ 簿ψ]

(7.31)

(7.32)

一64一



(ii)(有 界 性)∀ ψ ∈ ⑲,1隠 ψii=iiψii

(iii)(ベ キ等 性)∀SP∈ ④,簿(簿 ψ)=簿 ψ

(iv)(対 称 性)∀ ψ,∀η∈簿,(簿 ψ,η)=(ψ,簿 η)

が 成 り立 ち 、2式(2.9),(2.10)で 定 義 さ れ る 写 像$は 射 影作 用 素 で あ る 。

(証 明)(i)は 、 写 像 簿 の定 義 式(2。9),(2.10)か ら明 らか で あ る 。(ii)は 、 定 理3.1の 系

1,(ii)よ り明 らか で あ る 。(iii)は 、 命 題35で あ る。(iv)は 、 定 理3 .1の 系1,(i)の 右 半 分 で あ

る・ □

[定理7.3](写 像 簿 を用 い た パ ター ン モデ ル 構 成 定 理)

処 理 の 対 象 とす る パ タ ー ン 集 合 Φ ⊂ 夢 と し て 、 再 帰 領 域 方 程 式(C10)曁 を満 た す もの が 選 ば れ

て い る と し よ う[14],[21]。

式(2.17)の 如 く定 義 さ れ て い る式(2.18)の 写 像Tは 、2.4節 のaxiom1を 満 たす 。

[定 理7.3の 系1](補 間 に関 す る零 点 不 動 点 性)

∀el,∀e2,…,∀en∈{0,1},ψ(e1,e2,…,e。)=0(7 .33)

⇒Tψ=0.

[定 理7.3の 系2](加 法 的 雑 音 η の 除 去 性)

∀e1,∀ ・・,…,∀・。∈{0,1},η(el,・ 、,…,・。)一 〇

⇒T(ψ 十 η)一Tψ.

[定 理7.3の 系3](論 理 表 現 要 素 φkの 不 動 点 性)

∀k∈{0,1,…,2・ 一1},Tφ ・一 φ、.

(証 明)系1,2、 並 び に 、2.4節,axiom1の(i),(ii),(iii),(iv)の 成 立 を 示 す 。

(7.34)

先 ず 、 式(7.33)に 、 命 題3.6を 適 用 して 、 …砂=0が わ か り、 よ っ て 、 定 義 式(2 .17)よ り、

Tψ=0を 得 る。 系1の 成 立 が わ か っ た。

次 に 、 ψ=oな ら ば、 そ の特 別 の 場 合 と して 、 式(7.33)が 成 立 し、(i)の 成 立 が わ か る 。

系1の 一 般 化 と して の 系2の 成 立 を示 そ う。

簿(ψ 十 η)

=簿 ψ 十$η ∵定 理7 .2の(i)

=簿 ψ ∵ 命 題3 .6を 適用 して、 簿η=0(7 .35)

を得 る。 次 の2つ の場 合(イ),(ロ)に わ け よ う。

(イ)ii3ψ1=0の 場 合

定 義 式(2.17)よ り、

T～ρ=0

を得 、 ま た丶 式(7.35)よ り、 τ@+η)=0を 得 、 定 義 式(2 .17)よ り、

T@+η)=0-Tψ.

(ロ)Il簿 ψll≠0の 場 合

T9)=$ψ1ii簿 ψii(7 .36)

で あ る が 、

T@+η)

=τ@+η)/il簿(ψ 十η)ll∵ 式(7
.35)よ り、 τ@+η)=簿 ¢,≠0

=簿 ψ11簿 ψii∵ 式(7 .35)

=Tψ ∵ 式(7 .36)
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以 上 に よ り、 系2の 成 立 が 判 明 し た 。

残 りの(ii),(iii),(iv),系3の 成 立 を 示 す 。

(ii):aを 任 意 の 正 定 数 と す る 。2つ の 場 合 に 分 け よ う 。

(ii-1)ii$971=oの と き

定 義 式(2.17)よ り、Tψ=0.

ま た 、

0=a・0=a・ 簿 ψ

=簿(a・ ψ). .● 定 理7.2の(i)

で あ る か ら 、 定 義 式(2.17)よ り、T(a・ ψ)=0.

∴T(a・ ψ)=0=Tψ.

(ii-2)1簿 ψ1≠oの と き

定 義 式(2.17)よ り、

Tψ=τ9冫/i簿9冫ii

で あ る 。 こ こ で 、

T(a・ ψ)

=頭a・ ～ρ)/11彰(a・ ψ)ii' .'定 理7.2の(i)・ よ り 、 τ(a・ ψ)=a・ 冠 ψ ≠0

=a・ 簿 ψ/11a・ 町 ψii● .● 定 理7.2の(i)

=a・ τ ψ/[lal・ll即ll]

=iぎ ～0/iiiぎ9冫i

=Tψ ∵ 式(7 .38)

で あ る 。

(iii):η ≡Tψ

とお く 。2つ の 場 合 に 分 け よ う 。

(iii-1)1η1=iiTψi=0の と き

(i)よ り 、 簿 η=oを 得 、

Tη=0;Tψ 、 つ ま り、T(Tψ)=TSP.

(iii-2)iiηll=iiTψ1≠oの と き

η≡Tψ=3～ ρ/ii簿 ψii〈ii簿 ψi≠0

で あ る か ら 、

τ η=iiτ ψii一 ・簿3ψ

=Il簿 ψii-i・ τ ψ ●.● 命 題3。5

一 η(=Tψ)≠o

が 判 明 し、 よ っ て 、

Tη=i簿 ηii・ τ η

で あ る 。 と こ ろ で 、

ii3ηii=iiηii∵ 式(7.42)

=llTψ[1∵ 式(7 .39)

=iiτ ψ111τ ψiii=1

で あ っ て 、

Tη=簿 η=η ∵ 式(7.42)
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,つ ま り、T(T97)=T9,.∵ 式(7.39)(7.45)

以 上 で 、(iii)の 証 明 が 終 わ っ た 。

最 後 に 、 系3を 証 明 す れ ば 、(iv)の 成 立 は 明 ら か で あ る か ら、 以 下 で 、 系3を 証 明 す る 。

補 助 定 理5.1の(iii)よ り、

∀k∈{似1,…,2・ 、},簿 φ・=φ ・≠0(7:46)

で あ り、 ま た 、 命 題5.2よ り 、

∀k∈{0,1,…,2・ マ1},ll簿 φ、ll、 φ、i=1・(7.47)

で あ る か ら、

Tφ ・

=τ φk/l簿 φkii∵ 定 義 式(2 .17)

=φk∵2式(7 .46),(7.47)[コ

8.む すび

マルチメディア時代に突入 し、マルチメデ ィアの進化形としての知能情報メディアが取 り沙汰

される現在、"高 次、ない しは低次の認知機能における記憶単位、推論単位 に使われる記号列、パ

ターン"の 双方の2大 情報表現を統合する手法の確立が望 まれるようになって きている。この統合

を達成する1助 のため、本論文は先ず、真理関数 をパ ター ンとみなし、2つ の命題の問に或 る種の

内積を導入 し、命題間の距離、命題の持つ情報量 を提案 した。

記号列情報処理 と同様に精密な推論技術に役立つ1つ の基礎 を確保するために行われた本研究は

月本論文[6],[12]に 啓発 され、 なされた ものであ り、第3章 において、*印 を付 した第3章 に

おける命題、定理、公式 については、月本が陽に得 ていないものである。更 に、月本論文では、

剰余類の作る線形空間、並びに、線形空間の完備化 としてのヒルベル ト空間(剰 余類の作 る空間

の完備化)な どに言及 していないが、本論文では、命題3.4の(ii)で い う補間性質を備えた式

(2。9)の補間写像簿を用い、式(3.12)の 内積(ψ,η)で の、式(3.44)の 退化 ヒルベル ト空間

④1～D⊥を導入 し、月本論文[6],[12]の 不備を補 っている。

処理の対象 とする問題のパ ター ンSPの 代 りとな り、雑音除去性かつ次元軽減的冗長度圧縮性、

並 びに、ある種のユニタリ座標変換の卞での不変性 を備えたパターン(正 規化パ ターンうTψ を確

保するための正規化技術は、パ ターンからの特徴抽出技術、パ ターンの識別 ・類別技術 と合わせ

て、パターン認識技術[2],[31],[33]の 確保に必要な3大 技術の1つ である。

得 られた完全正規直交系を使 って、SS理 論[14]に おける3種 類のパターンモデルを構成 して

いる。 このパ ターンモデルTψ は原パ ターンψの持つ論理構造を簡略化表現 してお り、高次認知 ・

機能の論理表現の要素 として使用 されてよい ものである。それ故、定理7.3の写像Tは 補間の形式

でSPの 形状 を保存(shape-preserving)す る形で、 ψを近似する機能を備 えてお り、補間形モデル

構成作用素 と呼ばれてよい作用素Tを 使用 し、言語命題 に関し推論を行 うニューラルネッ トも構

成できることを示せる[13]。

apiecewiselinearapproximationに 基づ くパターンモデルT～0に ついては割愛 されたが、このよう

なパ ターンモデルTψ を含めて言 えることであるが、本写像Tは 、不動点探索形構造受精多段階

帰納推理 によるパ ターン認識法[14],[33]に おいて用いれられて初めて、その真の効力が発揮
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されることを付記 しておかねばならない。

本研 究によって、命題記号論理 をパターン認識分野でのパ ターンで取 り扱 うことが可能 となっ

た。

本格的なtopologicalpartialorderingに 基づ く記号列情報処理の、パターン情報 による置 き換 えに

関する取 り扱いに関する論はいずれ提出す る.として、月本モデル を拡張 ・精密化 した形式で、

s.Suzukiの"パ ターン認識の数学的理論[14]"に 役立つように構成 し直すこと'を、本論文では試み

た。月本論文[12]で 陽に得 られている諸公式 も導かれ、この諸公式を利用 して、得 られた完全

正 規 車 交 系[27],[32]{φk}。 ≦k≦2"一1を固有 関 数 系 に持 つ 自己 共 役 作 用 素[20]
,[26]Hを 構 成 し、

x1～xk:k個 の入 力 変 数(inputvariables)

xk+1～xk+e:4個 の 隠 れ 変 数(hiddenvariables) .

xk+e+1～x。:n-k-Q個 の 出力 変 数(outputvariableS)

を持 つ"connectionistmodel"と して の

Aneuralnetworkthatdynamicallycreatesandmanipulatescompositesymbolstructures
,such

asstacksandtrees

の1種(命 題 論 理 を容 易 に実 行 可 能 な ニ ュ ー ラ ル ネ ッ ト)の 理 論 を展 開 可 能 で あ るが
、

① 得 られ た 完 全 正 規 直 交 系 に よ る測 度 的不 変 量(ユ ニ タ リ座 標 変 換 不 変 量)を 表 現 す る こ と、

② 文 献[14]の 第17～23部 と同様 な 、 無 限 次 元 ニ ユ ー ラ ル ネ ッ ト構 成[13]へ の応 用

③ フ ァ ジ ィ論 理[7]を 構 築 す る こ と

④ パ タ ー ン を符 号 化[22]す る手 法

はす べ て 、 紙 面 の都 合 上 割 愛 され て い るの が 残 念 で あ る 。
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付録A(線 形作用素,定 義域,値 域,連 続作用素,有 界作用素9作 用素のノルム,・逆作

用素,閉 作用素,閉 苞,・稠密,可 分,共 役作用素,自 己共役作用素,半 正値 自己共役作用

素,閉 部分空間,直 交補空間,準 等距離作用素,ユ ニタリ作用素,零 空間,閉 作用素の標

準分解,射 影作用素)

内積 、 ノル ム を各'々(,),ii・iiヨ ー とす る可 分 な一 般 抽 象Hilbert空 間 を 夢 とす

る。 但 し、 任 意 の複 素 定 数a∈Z(複 素 数 体)に つ い て 、

(・・SP,η)一・・ゆ,η)∈Zf・ ・anySO,η ∈ 拿・(A1)

とす る 。一 般 に、

A(・ ・SP+b・ η)一 ・・Aψ+b・Aη

こ こ に 、a,b∈Z,～ ρ,η∈ 夢

を 満 た す と い う 意 味 で 、 線 形 な 作 用 素Aの 定 義 域Domain(A),値 域Range(A)と は 各 々 、』

Domain(A)≡{ψ ∈ 夢 臼lAψ1<∞}

R・ng・(A)≡{η ∈ 劍 ヨ ψ ∈D・m・i・(A),η 一Aψ}

の こ と で あ る 。

線 形 作 用 素Aが 連 続 作 用 素(continuousoperator)で あ る と は 、

{ψ、}。_1,2,_⊆Domain(A)〈 ψ ∈DOmain(A)

〈limllψn-ql=0
　　　

な ら ば 、1imllAq、 一'Aψll=0
　　　

が な り立 つ こ とを い う。

[定理A1](線 形 作 用 素Aの 連 続 性 定 理)

線 形 作 用 素Aが 連 続 で あ る た め の必 要 か つ 十 分 な 条 件 は 、

∀ψ ∈Domain(A),llAψll≦N、1ψ1

の 成 り立 つ よ う な正 実 定 数Nが 存 在 す る こ とで あ る 。

Domain(A)=夢 が 満 た され る線 形 作 用 素Aに つ い て は 、上 記 の定 理A1よ り、

{llAqlllllqll≦1}が 有 界 で あ る

こ とが わか る 。

Domain(A)=拿

(a2)

(A3)

(A4)

(as>

(A6)

(A7)

0

(as)

(A9)

が満 た され る線 形 作 用 素Aを 有 界 作 用 素(boundedlinearoperator)と 呼 ぶ 。 有 界 作 用 素Aに つ い

て は 、

∀ψ ∈夢,iAgl≦N6iiψ1「(A10)

が 成 り立 つ よ うな非 負 実 数Nが 存 在 す る か ら、
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llgoIl≦1な る条 件 の 下 で の こ の よ う なIlAqllの 集 ま りの 最 小 上 界(上 限)

N(A)≡supllql1≦llAψ1'(Al1)

を作 用 素Aの ノ ル ム と呼 び、N(A)と 表 す 。

線 形 作 用 素AがDomain(A)とRange(A)と の 間 の1対1対 応 を与 え る と き、Aの 逆 作 用 素

(inverseoperator)A-iが 存 在 し、

[∀q∈D6m・i・(A),A、(Aφ)一q]… 、.・(A12)

〈[∀ ψ∈Range〈A),A(A、 ψ)=ψ](Al3)

が 成 り立 つ 。

[定理A2](逆 作 用 素 の 存 在 定 理)

線 形 作 用 素Aが 連 続 な逆 作 用 素A-1を 持 つ た め の 必 要 か つ 十 分 な 条 件 は、

ヨb>0,∀ ψ∈Domain(A),llAψII≧b・llψll.』(A14)

□

線 形 作 用 素Aが 閉 作 用 素(closedoperator)で あ る と は、

ゆ 、}。_1.2,…⊆Domain(A)〈limllψn一 ψII　　ウ　
・一 〇 〈 擁IIAψ ・一 ηll-0(A15)

な らば 、

ψ ∈Domain(A)〈Aψ=η ・(A16)

が な り立 つ こ と を い う。

一 般 に
、 夢 の 部 分 集 合 ④ に 、 ④ の 点 列 の 集 積 点 を す べ て付 け 加 え て得 られ る 閉 集 合 をS・ と表 記

して、 ④ の 閉苞(closure)と 呼 ぶ 。 不 等 式

llψ 一qoll〈r』(A17)

を満 た す ψ ∈ ㊤ の全 体 を、 点q。 ∈ ・S}を中心 とす る 半 径r(>0)の 開 球 とい う。 瘡 の部 分 集合Sが

夢 にお い て 稠 密(dense)で あ る と い うの は[21]、 夢 の どん な点 を 中心 とす る ど ん な半 径 の 開球

も常 に、 ④ と交 わ る こ とで あ る。 実 は 、Hilbert空 間 夢 が 可 分(separable)と い うの は 、ijに お い

て 稠 密 な可 算 部 分 集 合 が 魯 に存 在 す る こ と を指 す 。

例 え ば 、・内 積(ψ,η)が

(9i,・η)≡ 急 ψ(・)●万(・)・(Al8)

こ こ に、 η は η の複 素 共 役

と与 え られ る空 で な い 集 合Xで 定 義 され た複 素 数 値 関 数 ψ(x)の 作 るHilbert空 間 夢 は、Xが 非 可 算

集 合 な らば 、 可 分 で は ない 。

Domain(A)a=魯 「(A19)

を満 た す 閉 作 用 素Aに 対 し、Aの 共 役 作 用 素(a(ljointoperator)A*が 存 在 す る。 つ ま り、 式

(A19)を 満 た す 閉線 形 作 用 素Aに 対 し、

η,ψ∈夢が 、

(Aω,η)=(ω,ψ)forallω ∈Domain(A)(A20)

を満 た す な ら ば 、

η∈Domain(A*)〈A*η=ψ,."(A21)

が 成 立 す る よ うな 線 形 作 用 素A*を 想 定 し、A*をAの 共 役 作 用 素 とい う 。

す べ て の ψ ∈Domain(A)に 対 して 、

(Aψ,η)=(ψ,η*)(A22)
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の成 り立つような点対 〈η,η*〉によって、

η*=A*η(A23)

と定義されるのがA*で ある0

[定理A3](共 役作用素の閉作用素定理)

A*は 閉作用素である。 □

[定理A4](共 役作用素の閉作用素定理)

式(A19)が 成 り立つ とき、線形作用素Aが 閉作用素であるための必要且つ十分な条件 は、

(A*)*=A

が 成 り立 つ こ とで あ る 。

A=A*

で あ る よ うな 線 形 作 用 素Aは 、 自己 共 役 作 用 素(self-a(ijointoperator)で あ る とい わ れ る
。

[定 理A5](A*・Aの 自 己 共 役 定 理)

(A24)

□

(als)

Aを 、式(A19)が 成 り立 つ 閉作 用 素 とす れ ば 、A*・A ,A・A*は 双 方 と も 自 己共 役 作 用 素 で あ る。

□

次 の定 理A6は 、 文献[A7],p.80,定 理10.14の 証 明 中 で 、 示 さ れ て い る。

[定理A6](A*・A十1の 逆 ・自 己 共 役 定 理)

1を 恒 等 作 用 素 とす る。 式(A19)が 成 り立 つ 閉作 用 素Aに 対 して、 夢全 体 で 定 義 さ れ た 逆 作 用 素

[A*・A+1]、(A26)

が存 在 し、[A*・A+1]一1は 自己 共 役 作 用 素 で あ り、 よ っ て 、

A*'A+1(A27)

は 自己 共 役 作 用 素 で あ る。 □

∀ψ ∈D・m・i・(K),(Kψ,ψ)≧0(A28)

が 満 た され る線 形 作 用 素Kは 、半 正 値 自 己 共 役作 用 素(semi-positiveoperator)で あ る
、 とい わ れ る 。

[定 理A7](A*・Aの 半 正 値 自己 共 役 定 理)

式(Al9)が 成 り立 つ 閉作 用 素Aに 対 して、

∀ψ ∈D・面 ・(A*・A),(A*・Aψ,ψ)一(Aψ ,Aψ)、Aψll・ ≧0(A29)

を得 て、

H≡A*'A(A30)

は 半 正 値 自 己 共 役 作 用 素 で あ る。 □

Hilbert空 間 拿 の部 分 集 合 ⑲ が 、

ψ・η∈ ④ な らば ・a・ψ 十b・ η∈⑲

こ こ に、a,b∈Z(複 素 数 体)(A31)

を満 足 す る と き、 ④ を 夢の 部 分 空 間(linearsubspace)と い う。 ψ
,η ∈ 夢間 の ノ ル ム距 離

di・(～o,η)≡1ゆ一ηll(A32)

に よ る収 束 の 意 味 で 、 夢の 閉集 合(closedset)に な っ て い る よ うな 部 分 空 間 ⑲ を
、 つ ま り、

⑲a=簿(A33)

とな っ て い る よ う な部 分 空 間 ④ を閉 部 分 空 間 とい う。

次 の 定 理A8で の 、 ～9⊥は直 交 補 空 間(orthocomplement ,)と い わ れ る。

[定 理A8](直 交補 空 間 の閉 部分 空 間 定 理)

夢の 部 分 集 合 ④ に対 し、
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璽)⊥≡{ψ ∈ 夢1(q,ψ)=Oforanyψ ∈ ⑲}'(A34)

とお け ば、Ell)⊥は閉 部 分 空 間 で あ る。 □

[定 理A9](直 交 直和 分 解 定 理)

④ は 夢の 任 意 の 閉 部 分 空 間 とす る。

∀ψ∈S,…ヨqi∈S,ヨq、 ∈ ④⊥,q・ ・qi+ψ 、(A35)

と、 任 意 の ψ∈ 夢 は 一 意 的 に 直 交 直 和 分 解 され る。 □

閉 部 分 空 間 ④,か ら閉部 分 空 間 鮎 へ1対1に 写 し、 然 も

∀ψ∈Si,llwqH=llgpIl』(A36)

が 成 り立 ち、 更 に、

∀ψ∈④i⊥,Wψ=0(A37)

を満 た す よ う な有 界 作 用 素(そ の 定 義 域 が 夢 で あ る よ うな 閉作 用 素)Wを 、(Siか らS2へ の)準

等 距 離 作 用 素(partiallyisometricoperator)と い う。

Domain(U)=Range(U)=逡)(A38)

〈[∀ ψ∈ 夢,luψ1=11ψ1](K39)

を満 たす 線 形 作 用 素Uは ユ ニ タ リ作 用 素(unitaryoperator)と い わ れ るが 、

$)i=・S)2=夢(A40)

で あ る よ うな 準 等 距 離 作 用 素Wは ユ ニ タ リ作 用 素 で あ る 。

線 形 作 用 素Aの 零 空 間(nullspace)Null(A)と は、

Null(A)≡lq∈Domain(A)lilAψll=0}(A41)

の こ とで あ る 。

次 の 定 理AIOは 、 」.vonNeumannに よ っ て発 見 され た もの で あ り、

閉作 用 素Aの 標 準 分 解(canonicaldecomposition)

とい わ れ る もの で あ る。 特 に 、Aが 半 正 値 自 己共 役 作 用 素 で あ れ ば、W=・1(恒 等 作 用 素)に な り、

Aの 標 準 分 解 は、

A=〉 駈 一≡緬 』t(A42)

で あ る。

[定 理A10](閉 作 用 素Aの 標 準 分 解 定 理)

式(A19)を 満 たす 閉線 形 作 用 素Aに つ い て、

Null(A)=(Range(A*)a)⊥(A43)

〈Null(A*)=(Range(A)a)⊥(A44)

が 成 り立 ち、

式(A29)で い う式(K30)の 半 正 値 自 己共 役 作 用 素

H≡A*・A

2式(A36),(A37)を 満 たす 準 等 距 離 作 用 素W

の両 者H,Wが 定 ま り、 ヒ
A=W・ ～呵(A45)

〈A*r肛 ・W*(A46)

〈Null(A)⊥==Null(V厂 百)⊥(A47)

〈Null(nτ)⊆Null(W)(A48)

と、 一 意 的 に表 さ れ る 。 □
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-式(A35)の 直 交 分 解 にお い て
、 ψ∈ 夢 か ら得 られ た 、ψ1∈ 夢 を、

P(④)ψ=～ ρ1(A49)

と表 現 す る 。 ψ1を ψの ④ へ の射 影(projection)と い い ・P『P⑲)を ⑲へ の射 影 作 用 素(projector)と

呼 ぶ 。

[定 理A11](射 影 作 用 素 定 理)

射 影 作 用 素Pは:有 界 作 用 素 で あ り、 か つ 、2性 質

P・P-P(飛 キ等 性)(A50)

∀ψ∈夢,∀η∈ 夢,(Pψ,η)=(免Pη)(対 称 性) .』(A51)

を満 た す 。

逆 に 、2式(A50),(A51)を 満 た す 有 界 作 用 素Pは 射 影 作 用 素 で あ る。 □

付 録B(Bessel不 等 式,Fourier式 展 開)

{1ifk-Q

を 満 た す{ψk}k=1,2,_を 直 交 系(orthogonalsystem)と い い 、 特 に 、 直 交 系{ψk}k-1 ,2,_が 、

iiψkii=1foranyk∈{1,2,…}

を 満 た す と き 、 正 規 直 交 系(orthonormalsystem)と い う 。

∀k∈{1,2,…},(ψ,ψk)=0⇒iiSPii=0

で あ る と き 、 完 全(complete)で あ る と い う 。

本 付 録Bで は 、 ヒ ル ベ ル ト空 間 論[17],[20]で よ く知 ら れ て い る 正 規 直 交 系{ψk}k一 正,z,...に関 す

る"Bessel不 等 式","Fourier式 開"が2定 理B.1,B.2が 説 明 さ れ る 。

可 分 な ヒ ル ベ ル ト空 間 夢 の 内 積(～ ρ,η),ノ ル ム ψ ≡ 〉禰)で 考 え よ う 。 但 し 、 任 意 の 複 素 定

数a∈Z(複 素 数 体)に つ い て 、

(・・SP,η)一 ・・@,η)∈Zf・ ・any免 η∈ £ ・ 、(B1)

と す る 。

(ψ・・ψの 一 δ・ピllψ ・ll・llψ ・ll・ 、(B2)

こ こ に 、

δk6=

Oifk≠4

(B3)

(B4)

(BS>

こ の と き 、次 の2定 理B.1,B.2が 成 り立 つ 。 こ の2定 理 に 登 場 す る 複 素 定 数@ ,ψk)は φ の 正 規 直 交

系{ψk}k-1,2,...に 関 す るFourier係 数(theFouriercoefficients .ofq)relativeto{ψk}k-1 ,2,_)と 称 さ れ る 。

[定 理B.1](Bessel不 等 式;Bessel'sinequality)

正 規 直 交 系{ψk}k-1 ,2,_に つ い て 、4≧mを 満 た す 任 意 の2正 整 数4,mに 対 し 、Bessel不 等 式ど
∀ ～z,∈ξ),llψll2≧ Σ1(ψ,ψk)12・(B6)

k-m

が 成 り立 つ 。
ぜ

(証 明).0≦IIq一 ≧(q,ψk)'ψkll2
k-m

ぞ ゼ

=(ψ 一
、≧。@・ ψ・)・ψ・'・ψ 属(gz),ψ ・)・ψ・)

一(ゼψ
・ψ 一、≧。@・ ψ・)・ψ・)一(、 義(乳 ψ、).・ψ、,ψ 鴇(乾 ψ、)・ψ、)』
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一(SP ,ψ)一 圭(乾 ψ、)・(ψ,ψ 、)一 圭 ゆ,ψ 、)・(ψ、、.の
k=mk=m

ど だ

鳩 」毳@・ ψ・)●(q・ψ・)'(ψ ・・ψ・)・
ど ピ ど

、1qll2-2毳i@・ ψ・)・12+、へ ・j三(q,・ψ・)・ゆ ・ψ・)・δ・・

ヨ

、 ゆll2鳶1@・ ψ・)12・ □

[定 理B.2](Fourier式 展 開;FourierexpansionofgP)

正 規 直 交 系{ψk}k。 。1.2,..=が完 全 な ら ば 、 完 全 関 係 を 意 味 す るParseval'sFormula
　

∀ ψ ∈e,Ilqll2=Σ1(～P,ψk)12・ 『(B7)
　ユ 　

が 成 り立 ち、 ま た 、Fourier式 展 開ロ
∀q∈e,ψ 一1im≧(q,ψ 、)・ψ、(B8)

m→Ook-1

が成 り立つ。

(証明)定 理B.1の 証明と同様にして、

4>mな らば

・≦ll重@,ψ 、);ψ、一 至@,ψ 、)・ψ、IP(B9)
k==1k=1

ぜ

=ll
_Σ』(ψ,ψk)"ψk握2》一甲+'

一
、一i+ll@・ ψ・)1.2

が 成 り 立 ち 、 こ こ で 、 定 理B.1を 適 用 し て 、

ピ
Σ1(q,ψk)12≦ll(Pll2

　ニロ 　　

が 成 立 して い る こ と を考 え る と、 式(B9)は.'m,4→ ∞ な る と きに、0に 収 束 す る。.

よ っ て 、 式(B8>の 右 辺 の 極 限 が 存 在 す る こ とが わ か る。 と ころ が 、内積 の 連 続 性 と、{ψk}k_1,2,_

の 正 規 直 交 性 よ り、
ぜ

(SP-」 塊 、Σ1@・ ψ・)●ψ・・ψ・)

ど

=lim@一 Σ(SP ,ψk)・ ψ、,ψ。)
　　　ぜ　レ　 だ

=無[(ψ ,ψm)一 、≧1(ψ ・ψ・)●(ψ・・ψ・)]

ぜ
=總[@

・ψ・)一 、≧1@・ ψ・)●δ㎞]

=聽[(SP ,ψm)一@・ ψ・)]

一恕0-Of・ ・anym∈{1 ・2・…}

が 成 り立 つ 。 よ っ て 、{ψk}k-12 ,_の 、 式(B5)の い う 完 全 性 よ り、
ど

ψ 一蹲 、≧1@・ ψ・).ψ・一 〇

を得 て 、等 式(B8)が 成 立 し な けれ ば な らな い 。

更 に 、 同様 な論 法 を用 い て、
　

O=・limligp一 ,.2(ψ,ψk)・ ψkll2
　　 　m→co

　
=lim[[1{pI12=2i@ ,ψk)[2]

　ぴ 　　　 　

を得 、 これ が 式(B7)で あ る。 □
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付録C(直 交系の選定 と、パターンモデルTψ)

本 付 録Cで は 、文 献[21]の 第7章 で説 明 され て い る"直 交系"を 除 い て 、本 論 文 で の 、式(5.3)

の φkか ら な る直 交 系{φk}0≦k52"一1と 対 比 しなが ら、 直 交 系 の諸 例 が 説 明 さ れ る
。

C1.{Ψk}k∈Lが1次 独 立 な系 で あ る時 の 、 モ デ ル 構 成 作 用 素Tの 構 成 法

SS理 論[2],[13],[14],[18]に よれ ば、{ψk}k。Lが1次 独 立 な系 で あ る と き、 各 ψkは こ れ 以

上 分 解 出 来 ない と い う意 味 で 、 極 小 な"パ タ ー ン形 状 素(primitiveshape-component)"で あ る とい

わ れ る。

{ψk}k.Lが 直 交 系 ⇒{ψk}k.、 が1次 独 立 な系

で あ る か ら、 一 般 的 に

{ψk}k.Lが1次 独 立 な系 で あ る と き に、2.4節 の

axiom1を 満 た す 、 式(2.18)の モ デ ル 構 成 作 用 素

Tの 構 成 法

を先 ず 、 説 明 して お く。 モ デ ル 構 成 作 用 素Tは 多 段 階 認 識 の 働 きを達 成 す る上 にお い て 、 基 礎 と

な る謂 わ ば 、従 来 の 認 識 技 術 にお け る"パ タ ー ン正 規 化 写 像"に 相 当 す る もの で あ る 。

可 分 な ヒル ベ ル ト空 間 拿 で の1次 独 立 な系{ψk}k。 、を選 定 し、 任 意 の パ タ ー ン ψ ∈ 夢 を
、

ヨ ψ・∈ 夢・[ψ=Σak@
kEL)・ ψ・+ψ ・]〈[∀k∈L,@・,ψ 、)一〇](C1)

と1次 展 開 表現 して み よ う。Zを 複 素 数 の 集 合 と して 、 各ak(ψ)は 、

。、∈infZ,k.Liゆ張 書。c・'ψ・ii-1ゆ 一、書。a・@)・ ψ・ii(C2)

を満 た す も の と して 定 義 され 得 、 連 立1次 方 程 式

、菩。a・@)・(ψ ・,ψの 一 ゆ,ψ の,4∈L(C3)

を解 け ば求 め られ る。

この と き、 パ タ ー ン ψ ∈ Φ ⊂ 夢 か ら抽 出 さ れ る 第k∈L番 目の特 徴 量u(SP
,k)と して、

u(SP,k)≡

0… … ∀k∈L,ak@)=0の と き

a、(ψ)1[Σla、@)1・]112
　　し

… … ヨk∈L
,ak(q)≠0の と き

を用 意 し、

Tgp≡
、P。U(q,k)・ ψ・

と定 義 さ れ る 写 像T:Φ → Φ を考 え て み よ う。 このTqは 、 不 等 式

。、∈要 。。「ゆ 一 、;、ck●ψ・ll≦iゆ 一[、;。1・ ・(ψ)12]112・Tgll

(C4)

(cs>

(c6)
が成 立 す る とい う意 味 で 、SP∈ 拿の 近 似 は 、[

k§、lak(SP)12]112・Tψ で あ る 。然 も、 写 像Tは 、2.4

節 で のaxiom1の4性 質(i)～(iv)を 満 た す こ とを容 易 に、 確 か め る こ とが で き る。

例 え ば 、 ヨk∈L,ak@)≠0の と き、(iii)、 つ ま り、 ベ キ等 性 の 成 立 を証 明 して お け ば
、次 の よ

う に な る 。

η≡Tψ とお く と、

∀k∈L,・ ・(η)一・(SP,k)'(C7)

で あ る こ とが わ か る。 然 も、 この 式(C7)か ら、
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、9。1・・(η)12-1∵'、P、1・(q,k)12-1』 』(C8)

が 成 立 し て お り 、 よ っ て 、

∀k∈L,u(η,k)

一 ・・(η)1[
、剳 ・・(η)12]112∵ 式(C4)

=ak(?)∵ 式(C8)

=u(q
・k)、 ∵ .式(C7)

∴Tη=η

を得 て、 証 明 が 終 わ っ た 。

上 述 の証 明 と ほ ぼ 同様 に して 、 次 の構 成 定 理 が 証 明 され る。

[定 理CI](1次 独 立 な系{Ψk}k∈ 、の 下 で の 、 モ デ ル 構 成 作 用 素Tの 構 成 定 理)[21]

{ψk}k.Lは 夢 にお け る1次 独 立 な系 とす る。

各 特 徴 暈u(ψ,k)と して 、

① 式(C4)のu(ψ,k)

②u(q,k)…

0… … ∀k∈L,ak(ψ)=0の と き

{ak(q)1[Σlak(q)1]… … ヨk∈L,ak@)≠0の と き
　どし

③u(q,k)≡ ・

{呈(q)1[、upkE'Llak(q)1]::::::≦ 撒1芻;雛

が 選 ば れ た 特 徴 抽 出 写 像

u:Φ ×L→Z(asetofcomplexnumbers)(C9)「

を 採 用 し た 場 合 、 式(C5)の 写 像Tは 、2.4節 で のaxiom1の4性 質(i)～(iv)を 満 た す 。

但 し 、 処 理 の 対 象 と す る パ タ ー ン 集 合 Φ ⊂ 夢 と し て 、 再 帰 領 域 方 程 式(reflectivedomain

equation)

Φ=Φbas。UR++・ ΦUT・ Φ,.(C10>

P・・vid・dth・tΦ …e⊂ ・9}i・gi・・n, .(C11)

where

R++・ Φ ≡{・ ・ql・ ∈R++(・ ・et・fp・ ・itive・eal・umbers), .q∈ Φ}(C12)

T・ Φ ≡{Tψ1ψ ∈ Φ}(C13)

を 満 た す も の が 選 ば れ て い る[14],[21]。'囗

C2.直 交 系 の 諸 例 、

次 の例1は 、3章 の 内 容 を異 な る観 点 か ら構 成 し直 した もの で あ る 。

[例1](超 立 方 体 を定 義 域 に持 つ パ タ ー ン ψ の 補 間)

n個 の 実 変 数

X=〈x1,x2,…,x。 〉,whereO≦xi≦1(1≦i≦n)

の 実 数値 パ タ ー ン

ψ=ψ(X)=ψ(X1,X、,…,X。)

に対 し、 離 散 関 数 値 の 有 限集 合

{SP(x)lx、 ∈{Q,1}(1≦i≦n)}

(C14)

(cis>

(C16)
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の み が 判 明 し与 え られ た と き、 補 間 して 、"関 数 値 の 無 限 連 続 集合'1

{q(x)IXi∈[0,1](1≦i≦n)}

を求 め る に は 、例 えば 、 第3章 の 命 題3.4の(i)を そ の ま ま、 写 像Xの 定 義 と して採 用 し、

(簿q)(x)

≡ Σ ψ(k)・x(k)
k∈L

こ こ に 、

k≡ 〈kl,k2,…,k。>

L≡lklk一 〈ki,k,,…,k。 〉,k、∈{0,1},1≦i≦n}

x(k>≡xl(kl)・x、(k、)・ ・…x。(k。)

Xi(ki)≡ ≡

1-Xiifki=0

{Xiifk孟=1

ユ ユ レ

≡ 盛
。浸 。… 認。9(k1・k・・… ・k・)・xl(ki)・x・(k・)… ・…(k。)

と 定 義 さ れ る 補 間 写 像(interpolatingoperator)

$:Φ → Φ

(C17)

(cig)

(C19)

(c20)

(c2i>

(c22>

(C23)

(C24)

を利 用 で き る。EiSleの定 義 式(2.10)に よ る式(2.9)に よ るESJの 定 義 を採 用 して い な い こ とに注 意

す る 。

更 に、2つ の複 素 数値Borel可 測 な 関 数(パ ター ン)q,ψ に対 し、 補 間写 像 簿 を利 用 して 、 内積

(～ρ,η)を 、

(ρ,η)・

一2・・∫6d・lfld・ ・… ∫ld・
。τ ゆ ・万)(・ 、,・,,…,xh)・(C25)

=∫Mdm(x)X(ψ ・万) ・(x)(C26)

こ こ に 、

M≡{xlx=〈xl,x2,…,x。>10≦xi≦1(1≦i≦n)}(C27).

dm(x)=

2nifx∈M

{Ooth6rwise .(C28)

・と定 義 して 得 ら れ る ヒル ベ ル ト空 間 拿 を導 入 す る
。

式(C24)の 写 像ESの 定 義 式(C18)か ら分 か る よ う に 、

∀k∈L,9(k)==O⇔EIY(ψ ・歹)=0

⇔liψll≡Vて 彌=0・(C29)

が 成 り立 つ こ と に注 意 す る 。

定 積 分

∫6dxj)cj(kj)=1/2foranyj∈{1,2,…,n}・ 』(C30)

に 注 意 し、 簿 の 定 義 式(C18)を 式(C25)に 適 用 す る と、 内積(η,ψ)の 表 現

・(η
・ψ)一、〉。η(k)・ψ(k)
　 　 ユ

=Σ ・ Σ … Σ η(kl
,k2,…,kn)・ 一9ff(ki,k2,…,kn)(C31)

　ヒむ 　ユニむk・=O

が 成 り立 ち 、

ψk(x)

≡x(k)≡x1(kl)・x2(k2)・ ・…xn(kn)(C32)
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と定 義 さ れ る ψkに つ い て 、3式(B2),(B4),(B5)、 ,つ ま り 、

(ψk,ψq)=Oifk≠q,=1ifk:=q・1(C33)

∀k∈L,(ψ,ψk)一 〇、 ゆ 【1-0「(C34)

が 成 り立 ち 、 こ の よ う な す べ て の ψkの 集 合{ψk}k。Lは 完 全 な 正 規 庫 交 系 で あ る 。

ま た 、

∀ η∈ Φ ⊂ ・9},∀k∈L,(η,ψk)=η(k)'・(C35)

が 証 明 さ れ 、 直 交 展 開 式(B8)、 つ ま り、 フ ー リ ェ 展 開 式

q(x)

一
、§、@・ ψ・)・ψ・(・)f・・anyq∈i」 ・(C36)

は、

ψ(x)・

㌃ 書、`P(k)・ψ・(・〉
=(簿 ψ)(x)∈ Φ.(C37)

と書 き直 され 、 こ の 直 交 展 開式(C32)は 、

Xj∈{0,1}(1≦j≦n)〈q(x)∈{0,1}(C38)

で あ れ ば 、h変 数2値 真 理 関 数nの 選 言標 準 形(disjunctivenormal.form)で あ る。 選 言標 準 形 は任

意 の 命 題 論 理 が 表 現 可 能 な こ とが 知 られ て い る 。 □

[1列2](pixelwiseorthogonalization)

文 献.[21]の 第7章,7.1節 を参 照 。.』 □

[例3](Gram-Schmidtの 直 交 化 法)

可 分 なHilbert空 間 ゆ か ら、け
Σak・qk=0⇒ す べ て の複 素 定 数ak=0(C39)
　ニユ

が 成 立 す る と い う 意 味 で 、 一 次 独 立 な 有 限 個 の 元 ψkの 集 合(asetoflinearlyindependentelements)

{qk}i≦k≦nを 取 り出 し、 各 ψkはqi,q2,…,qkの 一 次 結 合 で あ る よ う な 正 規 直 交 系{ψk}は 、 い わ ゆ

るGram-Schmidtの 直 交 化 法[20](Gram-Schmidtorthogonalizationprocess)で 次 の よ う に作 る こ と

が で き る:・

パ タ ー ン ηk(k≧1)はqi,q2,…,qk-1に よ っ て 張 ら れ る 部 分 空 間 に 直 交 し て い るqkの 成 分(the

componentofqkorthogonaltothesubspaceofSspannedbyqi,q2,…,qk_1)と す れ ば 、

η1≡ ψi(C40)

η2≡ ¢)2一(ψ2,η111η'il1-1)・ ηiIIηlll-1(C41)

η・≡q・ 一 ゆ ・,η111η ・11"')・Z7・liηll-1

一(ψ3
,η211η2H-1)・ η211?211『1(C42)　　ヨ

η・≡q・ 「 ≧1ゆbη ・llη ・ll一')● η・11・7・ll"'(k≧2)'(C43)'

と表され、直交性質1

(η、,η・)=

Oifk≠4

{IIη 、ll>。ifk-e.・.(C44)

が 成 立 す る 。 こ の と き、

ψk≡ ηkllηkII、 「(C45)

とす れ ば よい 。 』"□
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[例4](an・pP・ ・xim・t・pix・lwi・e一・rth・g・n・lizati。n)

内 積(ψ,η)を 、

@,η)一 ぼd・SP(・)・ 万(x)

と す るHilbert空 間 夢=L2(一 。。,+。 ・)に お い て 、

6kio

tk≠te(k≠ の

を 満 た す よ う に 、 各 定 数 σk,各 定 数tkを 選 び 、

ψk(x)

=[2π σk2]一1/2・exp[一(x-tk)2/(2σ
k2)]

と 定 義 さ れ る{ρk}kは 、1次 独 立 で あ る 。

∫lx_tkl≦σ、dxTk(x)≒0.682

∫lx_t、1≦2a、dxψk(x)≒0.955

∫lx_tkl≦3akdx7k(x)≒0.997

で あ る か ら、 ψkを 使 え ば 、 パ タ ー ン ψ か ら各 点t、∈R(実 数 全 体 の 集 合)の 近 傍

{x∈Rllx-tkl≦36kﾟ⊂R

(C46)

(C47)

(C48)

(C49)

(cso)

(csl>

(cs2)

(C53)
の 強度 情 報(neighborrepresentativeintensity)を 近 似 的 に抽 出す る 能 力 が

、 定 理C1を 適 用 して 得 られ

る式(C5)の 写 像Tに よ っ て得 られ る 。 特 に、6k→0に す れ ば す る ほ ど、 そ うで あ る。

[例5](Hough変i換 法)

文 献[21]の 第7章,7.9節 を参 照 。

[例6](帯 域 フ ィル タ群 に対 応 す る関 数 系{ψ 、2}を得 るFou、ie,変 換 法)

文 献[21]の 第7章,7.3節 を参 照 。

□

□

□
次に、Hilbert空 間 夢での1つ の自己共役作用素Hが 選定 された場合、直交系{ψ}kの 選定法 を、

次 の例7で 説 明 し ょう[18]。

[例7](平 均 化 パ タ ー ン分 解 法) .

ωj(∈ Ω⊂ Φ ⊂ 夢)

を第j∈…J番目の カ テ ゴ リ(Σjの代 表 パ タ ー ン と して 、p(◎j)を 、

[∀j∈J,0〈P(◎ ・)<1]〈
、書、P(◎・)一1

を満 たす(葦jの生 起 確 率 と して 、平 均化 パ タ ー ン(themeanpattern) .

ξ「 書,P(◎・)●ω・'llω・ii-1(≠0)

を用 意'し、 代 表 パ タ ー ン ωjの系

Ω ≡{ωjlj∈J}(⊂ Φ ⊂ 夢)

が1次 独 立 と して、3条 件 式

① θk(H)・θ4(H)=

Oifk≠Q(直 交 性)

{θk(:H)ifk=e(ベ キ等 性)

② ∀k∈L,θk(H)≠0(非 零 性)

③ ∀k∈L,(θk(H)ψ,η)=(ψ,θk(H)η)foranysp∈ 以 対 称 性)

を満 た す 射 影作 用 素 θk(H)の 組{θk(H)}k∈Lを 用 い て、

ψk≡ak・θk(H)ξiiξIl-1(≠0)

こ こ に、 複 素 定 数akの 組iak}k.Lに 対 し、 あ る 正 実 数bが 存 在 し
、

(C54)

(css>

(cs6>

(C57)

(css>
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supk∈Llakl2≦b<十 〇〇 』.(C59)

ζ定 義 さ れ る{ψk}k。Lは 式(B2)を 満 た し 、 直 交 系 で あ る 。 不 等 式

、書、llSb・ll2一 、蓍。1akl2・(θ ・(耳)ξ'llξ 卜1・ ξllξll"')
1≦b・ 爲 θ

・(H)ξ ・ξ)1(ξ ・ξ)

≦b(C60)

が 満 た さ れ て い る こ とが わ か る。

flat-powerproperty

HψkII2=lakI2・(θk(H)ξ,ξ)1(ξ,ξ)

=C(k∈Lに 無 関 係 な 定 数)>0(C61)

を満 た す よ う に 、 複 素 定 数akの 組{ak}k.Lが 選 ぶ こ と が で き る 。 □

〔例8〕(離 散 値3角 関 数 系)

文 献[21]の 第7章,7.2節 を 参 照 。 □ 「

〔例9〕 』(reconstructionlloftheoriginalpatternfromthesampledvalues)

(pq)(x)
キ 　　　 ホ　

≡(2π)、 ・ ∫dλexp[十iλx]・ ∫dxexp[一iλx]・ ψ(x)(C62)
　　　　 　　

ここに、0<W<∞,i≡Fi(C63)

と定義 される線形作用素(1次 変換)Pと 、正則な双1次 エル ミット形式

〈SP,η
十Qρ〉

≡
.るd・ ψ(・)・万(・)'.(C64)

こ こ に、 ηは ηの 複 素 共 役

とを用 意 して 、 正 値 エ ル ミ ッ ト内積(～o,η)が 、

@,カ)

≡≡…〈Pψ,Pη 〉・キ　
一

.蕊d・(pq)(・)・(・Pη)(x)(C65)

と表 さ れ るHilbert空 間 夢 を導 入 し ょ う。 内積(q,η)は 、 角 周 波 数 領 域 で は帯 域 制 限 され た形 式 で 、

(SP,,η)
キ　　　

=(2π)一1・ ∫dλ
　　　　

キ　 キ　

(.蕊dxexp[一iλ ・]・q(・))・(.乙dy・xp・[一iλy]・ η(y))'(C66)

と も 表 現 さ れ る こ と に 注 意 して お く 。

k∈L≡{0,±1,±2,…}』(C67)

・i・・(・)≡(πu)一1・ ・i・(πu) . .(C68)

を 導 入 し て 、

ψk(x)≡(2W)112・sinc(2Wx-k)(C69)

か ら 成 る 系{ψk}k.Lは ・9Sでの 完 全 正 規 直 交 系 で あ る 。

こ の と き、

∀k∈L,(ψ,ψk)=(2W)一112・ ψ(k1(2W))』(C70)

が い え 、 ψ ∈ 夢 の フ ー リ ェ 式 直 交 展 開

體ψ(x)一 Σ(g冫,ψk)・ ψk(x)腿=0(C71)
k∈L
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は 、 こ れ即 ち 、 染 谷 一Shannonの 標 本 化 定 理

1ゆ(x)一 Σ ψ(畝2W))・sinc(2Wx-k)ii=O
kEL

で あ る 。

[例10](Walsh直 交 系)

文 献[21]の 第7章,7.4節 を参 照 。

(C72)

□

□

(鈴木昇一,文 教大学 ・情報学部・情報システム学科,"文 教大学・情報学部・情報研 究no .18"投

稿論文,論 文題 目 高次認知機i能における論理表現の要素,投 稿年月 日1997年10月9日)
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