
能 力 の 異 な る複 数serverの

待 ち行 列 シ ス テ ム の解 析

(第4報 、有限入 力源待 ち行列システムの平均系内滞留人数について)

竹 田 仁

   The Analysis of Heterogeneous Server Queues 

(Part IV The Expected Number in the Finite Input Source Queue) 

                 Hitoshi Takeda

和文要旨

有限入力源待ち行列において、ボアソン到着、指数分布サー ビス、能力の異なる複数serverの 待

ち行列 システムについて、定常状態におけるシステム内の状態確率を求め るアルゴリズムを示す。

また、これをもとにして、serverを加 えた場合 とserverを 加 えない場合の平均系内滞留人数につい

て検討 し、平均系内滞留人数を減少 させ るために加 えるserverの 最小能力について検討す る。

英文要旨

     This paper deals with the heterogeneous server finite input source queuing system with 

exponential interarrival time and exponential service time, and we develop the computing 

algorithm to find stationary probability is shown. Using the above result, in the case of one 

or two servers probability is calculated. In these cases, the problem of searching for the 

ability ratio of servers to decrease the expected number in the system is studied.

§1序 論

ボアソン到着、指数分布サービス、能力の異なる複数serverの 待ち行列システムについて、別の

serverを 加 えて、システムの効率を良 くすることがある。加 えるserverの 能力が0で ない限 り平均

待ち時間は減少するが、加えたserverの 能力によっては平均系内滞留時間、平均系内滞留人数は減

少す るとはいえない。このような、能力の異なる複数serverの 待ち行列 システムを扱ったもの とし

て参考文献[1]、[2]、[3]な どがある。 これらは、ボアソン到着、指数分布サー ビス、server

数が複数の待ち行列システムを扱い、無限待 ち行列モデル、有限待ち行列 モデル、有限入力源待

ち行列 モデルについて定常状態におけ る状態確率 を計算するアルゴリズムを示 し、serverの 能力

和 を一定 としたとき平均系内人数を最小にす るserverの 能力分割の問題 を考察 している。本稿で

は能力の異なる有限入力源待ち行列モデルを扱い、単一一一serverにおいてserverを 加 えた場合 と加

えない場合 の平均系内滞留人数について検討 し、平均系内滞留人数 を減少させ るために加 える

serverの 最小能力について検討する。
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§2モ デル ・記号

本 研 究 で 比 較 す る待 ち行 列 モ デ ル は 、M/M/1/mとM/M(μ 、,μ2)/2/mで あ る。 以 上

の モ デ ル を次 の 仮 定 の も とで懈 析 す る。

(1)定 常 状 態 。

(2)M/M(μ 、,μ2)/2/mに お い て 、 複 数 のserverが 空 い て い る場 合 に到 着 し た客 は 、 よ り

能 力 の高 い 第 一一serverの サ ー ビ ス を受 け る。

各 モ デ ル で 、 系 内滞 留 人 数 がn人 で あ る状 態確 率 をP。 で表 す 。M/M(μ1,μ 、)/2/mの 場

合 、系 内 人数 が1人 で 第iserverが サ ー ビ ス 中 で あ る状 態 確 率 をP、(i)で表 す 。また 、各 モ デ ル で の

平 均 系 内滞 留 人 数 をLで 表 す 。

以 下 の解 析 で使 用 す る 主 な 記 号 を列 記 す る。

λ:客 の到 着 率

μ:M/M/1/mに お け るserverの 平均 サ ー ビ ス率

μi:M/M(μ 、,μ2)/2/mに お け る第iserverの 平 均 サ ー ビ ス率

ρ1:ρ1=λ/μ1(M/M(μ1,μ2)/2/mの 場 合)

ρ1=λ/μ(M/M/1/mの 場 合)

ρ2:ρ2=λ/μ2(M/M(μ1,μ2)/2/mの 場 合)

θ1:6㌦=1/ρ1

θ2:θ2=1/ρ2

⑤:o=e1十e2(M/M(μ1,μ2)/2/mの 場 合)

§3解 析

定常状態におけるシステム内の状態確率 を求めるアルゴリズムを示す。また、これをもとにし

て平均系内滞留人数 を減少させ るために加えるserverの 最小能力について検討す る。

3-1M/M/1/m

入 力 総 数mで ボ ア ソ ン到 着 、指 数 分 布 サ ー ビス 、複 数 の 能 力 の 等 しいserver数cの 待 ち行 列 シス

テ ムM/M/c/mに つ い て、 そ の 平 均 系 内滞 留 人 数Lは 、 参 考 文 献 匚1]、[2]よ り下 の(3.

1.1)式 で 与 え て い る。

Po[C-
n=:n(詈)桝 盈n♂ 嵳 。!r°]

n!C-imm

r・]-1こ こ でPo=[Σn()rn十 Σn
cn-CC!n=onn=c

(3.1.1)

3-2M/M(μ1,μ2)/2/m(μ 、≧μ2)のLの 解 析

到 着 した客 は 、先 着 順 に 空 い たserverの サ ー ビ ス を受 け る。第1、 第2serverが 共 に 空 い て い る

と き到 着 した客 は、平 均 サ ー ビ ス率 が よ り大 きい 第1serverの サ ー ビ ス を受 け 、どち らか 一 方 の み

が 空 い て い る とき到 着 した客 は、 空 い て い るserverの サ ー ビス を受 け る もの とす る。

状 態 遷 移 を考 慮 して平 衡 方程 式 を導 くこ とに よ り、 次 式 を得 る。
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θIP1(1)十 θ2P1(2)=mPo(3.2.1)

一((m-1)十 θ
1)P1(1)十e2P2=-mPo、(3.2.2)

一((m-1)十 θ
2)P1(2)十 θ1P2=0(3.2.3)

(m-k十1)Pk-1-((m-k)十 ⑭)Pk十 ⑨Pk+1=0(2≦k≦m-1)

(3.2.4)

確 率 の 和 が1に な る こ と よ り(3.2.5)が 成 り立 つ 。

m

ΣPi=O
i=0

(3.2.5)

平 均 系 内滞 留 人数Lは(3.2.5)で 表 せ る。

m
L=ΣiPi

i=1

(3.2.1)～(3.2.5)よ り次 の(3.2.7)～(3.2.10)を 得 る 。

1

Po=1十fG

Pom(m‐1)

Puu一
θ1(2(y-1)十 ⑨)

Pom((m‐1)十 〇)

Puz>-8
2(2(m-1)十 〇)

Pk+1=Pk(m-k)/⑭ (1≦k≦m-1)

(3.2.6)

(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.6)～(3.2.10)よ り平 均 系 内 滞 留 人 数Lは(3.2.11)の よ う に 表 せ る 。

f
L=H(1

+fG)
(3.2.11)

m((m-1)十91)O
こ こでf=e

le2(2(m-1)+O)

G=1十 Σ
k=1

m-・(m-1)…(m-k)

Ok

H=1十 Σ
k=1

m-1(k十1)(m-1)…(m-k)

Ok

(3.2.11)よ り固定 したρ、値 に対 し、平均系内滞留人数 を減少 させ るために加えるserverの 最小能

力について求めた値が表1で あり、 この値を図に示 したものが図1で ある。つ まり、図1はm、

ρ、が与えちれた時、平均系内滞留人数 を減少させ るために加えるserverの 最小能力を示 した曲線

で、この曲線よりも下側にある能力のserverを 加えれば平均系内滞留人数は増加 しシステムの改
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善にはならない。serverを 加えて平均系内滞留人数を減少 させ るためにはこの曲線 よりも上側に

ある能力のserverを 加 える必要がある。

表1シ ステム に有 効な 効果 を与 えるサ ー ビス率 の比(μ2/μ 、)の 最 小値

ρ1
m=2 m=3 m=4 m=5 m=10

0.05

0.lo

O.15

0:20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

1:1

0.85

0.90

0.95

0.491635

0.483255

0.474918

0.466667

0.458530

0.450530

0.442681

0.434994

0.427477

0.420133

0.412964

0.405971

0.399153

0.392508

0.386034

0.379727

0.373585

0..367604

0.361779

0.4682650.444869

0.4393350.395713

0.4127470.351827

0.3881660.312583

0.3653480.277478

0:3441060.246121

0.3242960.218191

0.3058040.193404

0.2885290.171488

0.2723880.152178

0.2573050.135212

0.2432100.120337

0.2300390.107310

0.2177310.095906

0.2062990.085920

0.1954800.077168

0.1854320.069486

0.1760380.062731

0.1672520.056780

0.4214380.303646

0.3524220.149245

0.2924680.059929

0.2408990.022437

0.1970980.008563

0:1604620.003429

0.1302960.001452

0.1057940.000651

0.086086.0.000308

0.0703220.000153

0.0577360.000080

0.0476760.000043

0.0396100.000024

0.0331120.000014

0.0278510.000008

0.0235650.000005

0.0200540.000003

0.0171590.000002

0.014759...0.000001

§4結 語

複数の能力の異なるserverを 持つ有限入力源待 ち行列システムについて、定常確率を求め るア

ルゴリズムを示 した。 またこれを利用 して、単一のserverの 有限入力源待 ち行列 システムにおい

て、ρ、(利用率)の 値 を変化させた場合、serverを 加えた場合 と加えない場合の平均系内滞留人数

について検討 し、平均系内滞留人数 を減少させ るために加 えるserverの 最小能力について検討 し
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た 。 そ の 結 果 、 利 用 率 が 高 くな るに つ れ て、 ま た、 サ ー ビス を受 け る母 集 団(m)が 多 くな るに

つ れ て 加 え るserverの 能 力 が低 くて よ い こ とが解 析 で きた 。

本 論 文 で は、server数1に 別 のserverを 加 え たserver数2の 場 合 を扱 っ た が 、server数 が3以 上

の 場合 も同様 な 方 法 で解 析 す る こ とが 可 能 で あ る。こ の解 析 に よ り、別 のserverを 加 えて 平 均 系 内

滞 留 人 数 を減 少 させ よ う とい う シ ス テ ム に お い て、 加 え るserverの 最 小 能 力 がexplicitに 求 め ら

れ 、今 ま で の経 験 的 、 試 行 錯 誤 的 方 法 が 減 少 す る よ うに 思 う。
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