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Recent developments in the theory of stochastic differential equations , particularly 
the Ito calculus and the concept of martingales , have been applied successfully in 
financial economics. Two major areas of interest are the pricing of financial contin -
gent claims and the optimal consumption-investment decisons . The pioneeriong work 
of the former was the pricing of simple options by Black & Scholes (1973) , which 
has motivated the study of more general contingent-claims analysis , both theoretical 
and practical. The consumption-investment decison making in the explicit framewok 

of continuous-time and stochastic dynamics was originally given by Merton (1971) . 
This article takes up the first topic , e.g., contingent-claims analysis in a rigorous 
manner.

本稿 で は確 率微分方 程式 の理 論的成果 を金融経済 学(FinancialEconomics)の 主 要 な トピ ック

ス の ひ とつ で あ る 派 生 的 証 券(derivativesecurities)
,よ り 一 般 的 に は 条 件 付 き請 求 権

(contingentclailns)の 評 価 問 題 に応用 す る。 この分 野 のパ イ オニ ア的 な業績 と して はBlack&

Scholes(1973)に よ る株 式 の オプシ ョン評価 モデルが ある
。Merton(1971)が 先 鞭 をつ けたin-

tertemporalな 最 適消 費 ・投資 問題 も興味 あるテ ーマ であ るが
,こ こでは取 り上 げない。

条 件付 き請 求権 お よび消 費 ・投資 に関す る理論 は,そ の後 ,Harrison&Kreps(1979),Har-

rison&Pliska(1981)な ど に よって確 率過 程(特 にマーチ ンゲ ール)の 枠組 みのな かで精 緻化

されて きた。 リス クのあ る証券(株 式な ど)を 連 続時 間(continuous -time)で モ デ ル化す るため

に確率微 分方 程式 を援用す るところに特徴 があ る。

1.モ デ ル の構 造

まず モデ ル の構 造 を特 定化 す る。 市場 で はd+1個 の 証券 が連続 的 に取引 され てい る
。 以下

で は取引対 象期 間T(0≦T<∞)を 固定す る。証券 の ひ とつ は 「債券」 で
,そ の価格P。(t)は

以 下 の微分方 程式 に従 って展 開す る:

一49一



(1)dPo(t)=r(t)Po(t)dt,Po(0)=po;0≦t≦T.

r(t)≡rな らば,債 券価 格 の過程 に は確率 的 な要 素が入 って いない ので,(1)式 は 次式 と同等 で

あ る:

(1a)Po(t)=poexp(rt)

残 りのd個 の証券 は 「株式 」 で リスキ ーであ る。 その価 格 の動 きは以下 の線型 確率 微分 方 程

式 でモ デル化 され る(i=1,...,d):
a

(2)dP、(t)-b、(t)pi(t)dt+P、(t)Σ ・ろ,(t)dW't,

ト　
Pi(0)=Pi;0≦t≦T.

過 程W={W,=(Wlt,...,Wdt)T,多 、;0.<_t〈_T}は 確 率 空 間(Ω,9,P)上 のd一 次 元 ブ ラ ウ

ン運 動 で あ る(注1)。 フ ィ ル ト レ ー シ ョ ン(filtration>{多t}はWの 生 成 す る フ ィ ル ト レ ー シ ョ ン

{多K}のPの も と で 増 大 系 で あ る(注2)。 金 利 過 程{r(t),9、;0<_t<T},平 均 収 益 率 ベ ク ト

ル{b(t)=(b1(t),...,bd(t))T,9,;0≦t≦T},偏 差 行 列{σ(t)=σlj(t)、 ≦i,」≦d,多t;0

≦t≦T}は(t,ω)∈[0,T]× Ω に お い て 可 測(measurable),適 合 的(adapted),一 様 有 界 で

あ る(boundeduniformly)と す る(注3)。

こ こ で,a(t):=σ(t)σT(t)と お く(:eは 『定 義 的 に 等 し い 』 と い う 意 味 で あ り,添 え

字Tは 転 置 を 表 わ す)。 そ し て 任 意 の ε>0に つ い て 以 下 を仮 定 す る:

(3)ξTa(t)ξ ≧ εllξll2;∀ ξ∈Rd,0≦t≦T,a.s.(注4)

(3)式 の 仮 定 の も と で は,偏 差 行 列 に つ い て 次 の こ と が 確 か め ら れ る 。 第 一 に,σT(t)は 逆 行 列

を も ち,か つ

(4)11(σT(t))-1ξi1Gε 一1/211ξll;∀ ξ∈Bd,0≦t≦T,a.s・

さ ら にa'(t):=σT(t)σ(t)と お い て

(5)ξTa・(t)ξ ≧ εllξi12;∀ ξ ∈ 、Rd,0≦t≦T,a.s.

ゆ えに σ(t)も 逆 行 列 を もち,

(6)11(σ(t))-1ξ1≦ ε一1/211ξll;∀ ξ∈Ra,o≦t≦T,a・s・

2.ポ ー トフ ォ リオ過程,消 費過 程

さて初期資 産額x≧0で ス ター トし,そ れ をd+1個 の証券 に投資す る投 資家 を考 え よう(注5)。

N、(t)を 投 資家 が時点tで 保 有す る証券iの 数量(た とえば株数)と す る。
a

X。 ≡x一 ΣNi(0)P、

ト　

であり,時 点tに おける投資家の資産は:
d

(7)X,一 ΣN、(t)P、(t)・

i=0
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証券の取引が時点tとt+hの 問で離散的に生 じ,こ の間に資産の流出入がないとすれば:
a

(8)X、+、-X,一 ΣNi(t)[P、(t+h)-P、(t)].

トむ

他方,投 資家がt+h時 点 でhC、+、 の量 を消 費すれば,資 産 は減少す る。(8)式 は:d
(9)X、+、-X、 一 ΣNi(t)[t+h)-pi(t)]-hC,+、.

ト 　

(9)式に対応する連続型は:
ロ

dX,一 ΣN,(t)dP、(t)-C、dt.

セヨ　

上 式 は,(1),(2),(7)式 とi番 目 の 証 券 へ の 投 資 額 π、(t):=N
、(t)P、(t),1<i<dか ら 以 下 の

よ う に 書 く こ と が で き る:

d

(lo>dX、 一(r(t)X,-C,)dt+Σ(b、(t)-r(t))π 、(t)dt

i=1dd

+Σ Σ π、(t)σ 、,(t)dWt.

ト　ト　

つ ぎ に ポ ー ト フ ォ リ オ 過 程 π を 定 義 す る 。 π={π(t)=(π 、(t),_,πd(t))T,多t;0≦t

≦T}は,可 測 ・適 合 過 程 で

dT

O
ト 　

とす る。

消費過程C={Ct,9、;0≦t≦T}は 可 測 ・適合過 程で[0 ,・ ・]の 値 をとる。

そ してCに ついて

T

O

とする。

債券投資額は
d

π。(t):-X,一 Σ πi(t)で あ る 。

ト　

条件式(11),(12)に よ って確率微 分方程式⑩ は一意 な強解 をもつ。実 際

(13)Xt-・xp←!'
0・(・)d・){x+t」expO(イ ・(u)du)〔 π(・)・(b(・)一 ・(・)・)

‐C
S)ds

+t」exp
O(イ ・(u)du)π ・(・)σ(・)dWs};・<_tsT

は⑩ 式 の解 とな るこ とが確 かめ られ る。1は すべ ての要素 が1のd一 次元ベ ク トルであ る
。 ベ ク

トルはすべ て列ベ ク トルであ る。

ポー トフ ォ リオ過 程 と消 費過 程 のペ ア(π,C)は,(13)式 の 資 産過 程が次式 を充 たす 時
,初 期

資産x≧0に ついてadmissibleと い われ る:

(1のXt≧0;0≦t≦T,a.s.
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・<t<Tに つ いて,b(t)一 ・(t)・ な ら}腿 元 要素exp←1'
Or(・)d・)は 全証 券 の成長

率 を正確 に相殺 し,(13)式 か ら

ttt

(15)Mt:=Xtexp(‐ 」r(s)ds)‐x+」exp(‐ 」r(u)du)Csds
OOO

は確 率積分 であ る。換言 すれ ば,現 在の資産 と累積 消費 か ら成 る過程 は ともに適 当に還 元 されれ

ば,局 所マ ーチ ンゲールで あ る(注6),b(t)≠ ・r(t)1な ら ば,(15)式 はPの もとで局 所 マ ーチ ン

ゲ ールで はな い。 しか し新 しい測 度P*(こ れ は⑩ 式 で ドリフ ト項 π(t)T(b(t)-r(t)1)を

取 り除 くもの)の もとで局所 マーチ ンゲールであ る。

よ り具体 的 には,過 程

(16)8(t)_(Q(t))_1(b(t)‐x(t)1)

は有界である。そ してa
。のz,-exp{一 Σ ∫tθ 、(・)dW'S-(・/Z)∫tl1θ(s)lrd・}

とお けばZ-{2;19,;・ ≦t≦T}1ま マ ーチ ンゲ ールで(注・)漸 しい確率 測度

(ls>P*(A):=E[ZTIA];A∈9,(1Aは 指 標 関数)

は,PとP*が 相 互 に9,上 で 絶対連 続で過程

(19)W*:=Wt+ft8(s)ds;0<<‐t<_T
O

はP*の も と でn一 次 元 ブ ラ ウ ン運 動 で あ る(注8)。W*で(13)式 を 書 け ば

tts

(20)Xtexp(‐ 」r(s)ds)+」exp(‐ 」r(u)du)Csds
OOO

-・+/'

0・xp(10・(u)du)πT(・)σ(・)dW董;・ ≦t<_T,・ ・s・

admissibleな ペ ア(π,C)に つ いて,(zo)式 は 非負で右 辺 はP*一 局 所 マ ーチ ンゲ ールで ある。 ゆ

えに,左 辺 とXtexp(一 ∫r(s)ds)はP*の も とで非負 の優マ ーチ ンゲ ールであ る(注9)。

こ こで

(21)γo=TAinf{t∈[0,T];Xt=0}

と す る 。 こ の と き(注10)

X,=0;γ 。<t<_Tが{γ 。<T}で ほ とん ど確 実 に成立す る。

γ。<Tな ら ば,時 点 γ。で破 産す る とい う。

(ZO>式の優 マ ーチ ンゲ ール性 か ら,次 式 を得 る:

TTt

(22)E*[XTexp(‐ 」r(s)ds)+」Ctexp(‐fr(s)ds)dt]<_x
OOO

ゆ え に,admissibilityに 関 す る 以 下 の 必 要 条 件 が 得 ら れ る:

Tt

(23)E*」exp(‐ 」r(s)ds)Ctdt<_x.
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この条件 は,以 下 の命題 の意 味でadmissibilityの 十 分条件 で もある:

命 題:x≧0で 消 費過 程Cは ㈱ 式 が充 た され る よ うに与 え られる とす る。 す る と,ペ ア(π,

C)が 初 期資産xに つ いてadmissibleで あ る ようなポー トフ ォリオ過程が存在す る。

証明:

D:-T」Ctexp
O(t‐ 」r(sO)d・)dtと す る・非負 の過程 を以 下の ように艤 す る

亀:一 餅 匹 ・xp(一 」Sr(u
t)du)d・ 國+(x-E・D)ftexpO・(・)d・ ・

ゆえに

②蔦 一 ・xp(f=r(s
O)d・){x+mt一 窮 ・xp←1'0・(u)du)d・}・

た だ しmt:=E*(Dlgt)-E*D=E(DZTIgt)/Zt-E(DZT).

以 下 の マ ー チ ン ゲ ー ル のP-a.e.経 路(注11)

Nt:=E(DZTl多,),多,;0≦t≦T

はRCLLで,以 下 の 性 質 の 可 測 ・{t}適 合 ・Rdの 過 程Yが 存 在 す る(注12):

㈱ 」TIIY(t)IPdt〈 ・・ 丶 か つ

ム
㈱N、-E(DZ。)+Σ ∫tY、(s)dWs;0≦t<<-T・

ト　

さ て,m,=u(N、,Z、)-E(DZT),た だ しu(x,y)=(x/y)で 伊 藤 の 公 式 か ら ψ(t):

e(Y(t)+N
、θ(t))/Z、 と お い て 次 式 を 得 る:
d

(z7)mt一 Σ ズ ψ(・)dW*も;・ ≦t<_T.

ト 　T

ここで,dZt=-Z,θdW、 と(19)式を使っ た。以下 を定義 す る:

(28)π(t)一 ・xp(ズ ・(・)d・)(T6(t))一 ψ(t)・

よって ξ=Xと す れば,⑳ 式 は⑳ 式 になる(証 明終 り)。

3.オ プシ ョン評価

い ままで の文脈 で,時 点t=0に お いて,特 定 の将 来時点T(満 期 日)に 株式1株 を決 め られ

た価格q(行 使 価格)で 買 う とい うオプ シ ョン契約 をす る と しよう。満 期 で は,株 式1の 価 格

PITが 行 使 価格 を下回 って いれば,契 約 は無 価値で あ る。他 方PIT>qで あ れ ば,オ プシ ョンを行

使 して(す なわち,決 め られた行使価格qで1株 を買 って)た だち に株式 を市場 で価格PITで 売

る。 この契約 はオプ シ ョンとよばれ るが,満 期 で(PIT-q)+:=max(PIT-q,0)の 支 払い と

同値 であ る。 ヨーロ ピア ン ・オプ シ ョンは この契 約 に該当 す るが,ア メリカ ン ・オ プシ ョンは

t=0と 満 期 の間でいつで も行使可能 であ る。

以下 の定 義 はオプ シ ョンの概念 を一般化 した ものであ る。

定義:条 件 付 き請 求権(contingentclaim)は つ ぎの ように構成 され る金融手段 であ る
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① ペ イ オ フ ・レ ー ト9={9,,夙;0<_t<_T},

② 満 期 の ペ イ オ フ はfT。

ここでgは 非負,可 測,か つ 適合過 程 とす る。fTは 非 負,多,一 可測 な確 率変数 であ る。 そ して,

あ る μ>1に つ いて:

(29)E[fT+T」gtdt]・<…

注意 すべ きは,オ プシ ョンはg≡oでfT=(PIT-q)+と い う特殊 な条件付 き請 求権 であ る とい

う点で あ る。

つ ぎにヘ ッジ ング戦 略 を定義 す る。x≧0を 所 与 と し,(π,C)を 初 期財 産xに つ いて許容 可

能 な(admissible)ポ ー トフ ォ リオ ・消費過 程のペ ア とす る。ペ ア(π,C)は 以 下 の条件 が成立

す る(a.s.)場 合,条 件付 き請 求権(g,fT)に 対 す るヘ ッジ ング戦略 とよばれ る:

①C,=9t;0≦t≦T,

X'r-f'r

ただ し,Xは ペア(π,C)と 初期条件X。 ニxに 関連する資産過程(wealthprocess)で ある。

ヘ ッジング戦略の概念 は条件付 き請求権の評価問題の解 を求めるために導入 されている。すな

わち,時 点t=0に おいて条件付 き請求権 にペイする公正な価格 はなにか。初期資産X。=xに

ついて許容可能なヘ ッジング戦略が存在するとすれば,t=0で 条件付き請求権(g,fT)を 価格

xで 買うエージェントは,そ のかわ りに条件付 き請求権のペイオフを複製するような資産に投資

す ることがで きるであろう。 したがって,請 求権の価格はxを 上回ってはならない。xよ りもは

るかに少額な初期資産で,条 件付 き請求権のペイオフを複製で きるか。解答は肯定的である。

条件付 き請求権の公正な価格 は,初 期資産xで ヘ ッジング戦略を構築するような最小のx≧0

である。条件(3)式とその前の前提のもとで,す べての条件付 き請求権は公正な価格 をもつ ことが

示 される。 またオプションの公正な価格式を明示的に表わすBlack&Scholes(1973)を 導出す

ることがで きる。

ここでひとつの系(Lemma)を 証明する。

系:条 件付 き請求権(g,fr)が 与えられたとして,以 下を定義する

TTs

(30)Q=exp(‐ 」r(u)du)fT+」exp(‐fr(u)du)gsds.
000

この ときE*Qは 有 限で公 正 な価格(g,fT)の う えで下 界で ある。

証 明:・ はtと ω において一黼 界で ある こ とを想起 して,Q≦L(fT+1'
Ogsd・)と 書 ける・ こ

こでLは 定数である。(17)式か ら,す べての レ≧1に ついて

ZvT-exp{-dT」v;(・)dW'S‐(・/2)ズll"(・)1陶

ま　ユ

× ・xp{・(・ 一 ・)/2∫ 、 θ(・)1ドd・},

そ して,IIeIIは あ る定数Kで 有界 であ るか ら
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EZ;.≦exp{り(り 一1)K2T/2}<◎ ○.

(29)式の μ と レ を(1/り)+(1/μ)=1で 与 え て ヘ ル ダ ー の 不 等 式 か ら:(注13)

T

E*Q<_LE[ZT(fT+」gsds)
0

≦L(EZvT)・/v[E(f。+∫T総d・)・]'/μ<…

(π,C)が 条 件付 き請求権(g,fT)に 対 す るヘ ッジ ング戦略 である と しよ う。それ に対応 す る

資 産過 程 は初 期条件X。=xの 過 程Xで あ る。定 義 を想 起 して,(22)式 をEQ*≦xと 書 き直 せ る

(証明終 り)。

定理:条 件(3)式 とそ の前 の前提 の もとで,条 件付 き請 求権(g,f,)の 公 正 な価格 はE*Qで あ る。

さらに初期資 産x=E*Qで へ'ッ ジング戦 略が存在す る。

証 明:以 下 を定義す る:

(31)ζ:一 ・xp(1'
0・(・)d・)[E*Q+町 ギ(・xp←1'0・(u)du)gsd・]・'

た だ し,m、=E*(Ql多,)-E*Qで あ る。前 出の命 題 とま った く同 じよう に・DをQに 代 え・

πを㈱ 式で 定義 し,C≡gと す れば,X=ξ,x=E*Q,と して(31)式は(20)式に なる。 しか し(31)式

は また

(32)Xt-E・[・xp(一 ∫Tr(u)du)魯+∫Texp(イ ・(u)du)&d・t];・ ≦t≦T・

ゆ え に,X,≧0;0≦t〈_Tか つX,=fTはa.s.で 成 立 す る(証 明 終 り)。

最 後 に 例 と し てBlackandScholes(1973)の オ プ シ ョ ン評 価 式 を 取 り 上 げ よ う。

オ プ シ ョ ン は,g≡0,fT=(PT(ILq)+,d=1で 定 係 数r(t)=r>0,σ 、1(t)=σ>0で,

債 券 の 価 格 は:

Po(t)=poexp(rt);0<_t<_T.

株 価 は 次 式 に 従 う:

dPl(t)=bl(t)P1(t)dt十6P1(t)dWt

時 点Tに お い て 価 格qで1株 を 買 う オ プ シ ョ ン に つ い て,(32)式 か ら以 下 の 評 価 過 程 を 得 る:

(33)X、-E([・xp(-r(T-t))(P、(T)-q)+lg,];0<_t<<-T

(33)式 を よ り明 確 な 形 で 書 く た め に,以 下 の 関 数 は コ ー シ ー の 問 題(注14)お よ び 前 定 理 を 充 た す こ

と に 注 意 す る:

xφ(ρ+(T-t,x))-qexp(-r(T-t))φ(p-(T-t,x));t=T,x≧0

(34)v(t,x)_

(x-q)+

た だ し:

ρ.(t,X)-1/σ 小x/q+t(・ ± σ2/21,
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φ(x)e・/飯 ∫二exp(-z2/2)d・

と ころで コー シーの問題 は以下 の ように書 ける:

(35)一 ∂v/∂t十rv=1/2σ2x2∂2v/∂x2十rx∂v/∂x;[0,T)x(0,00)

v(T,x)e(x-q)+;x≧0

前定理 と(33)式にマルコフの性質を適用 して次式を得る:

(36)Xt=v(t,P1(t))0<_t<_T,a.s.

よって,時 点tに お ける オプシ ョンの価 値 を現 在の株価P、(t) ,満 期 まで の期 間T-t,行 使 価

格qに よって 表わす式 を得 る こ とが で きた。

4.終 り に

確 率過程,確 率微 分方程式 の分野で はDoob,伊 藤 清の貢献 が偉大 であ る。前者 の業績 はDoob

(1953)に ま とめ られ て いる。後 者 は伊藤 微積 分 を完 成 しそ の後 の発展 の基 礎 を築 い た。伊 藤

(1953)お よ び伊 藤(1978)が あ る。比 較 的新 しい成 書 として は渡辺(1975),國 田(1976)l

Elliot(1982)等 が あ る。

伊 藤微積 分 を金 融経 済学 に初 めて導 入 した のはMerton(1971)の 功 績 で ある。Merton(1990)

は そ の 集大 成 で あ る。類 書 と して はMuller(1985) ,Ingersoll(1987),Huang&Litzenberger

(1988),Duffie(1988),Dothan(1990)等 が あ る。

新 しい金 融 経済学 は,理 論 的に精緻 で ある と同時 に,き わめて実 用的 な(pragmatic)で もあ

る。動学 的な ポー トフォ リオの構築 や,条 件付 き請求権 を絡 めた金融新商 品の開発 に応用 され て

い る。 その意味で経 済学の分 野で は珍 しい例 とい えるか も しれない。

(注)

1.ブ ラ ウ ン 運 動 に つ い て は 飛 田(1975),Harrison(1985)参 照 。

2.増 大 系 の フ ィ ル ト レ ー シ ョ ン 等 に つ い て はKarlin&Taylor(1975) ,伊 藤(1978)参 照 。

3.可 測 性,適 合 性,一 様 有 界 性 等 に つ い て はKaratzas&Shreve(1988)参 照 。

4.Bdはd一 次 元 ユ ー ク リ ッ ド空 間,a.s.はalmostsure。'

5.オ リ ジ ナ ル な 定 式 化 はMerton(1971)に 負 う 。

6.局 所 マ ー チ ン ゲ ー ル に つ い て はKaratzas&Shreve(1988)参 照 。

7.Karatzas&Shreve(1988),Chapter3.

8.Karatzas&Shreve(1988),Chapter3

9.Karatzas&Shreve(1988),Chapter1.

10.Karatzas&Shreve(1988),Chapter1.

11.Karatzas&Shreve(1988),Chapter1.

12.Karatzas&Shreve(1988),.Chapter3 .

13.ヘ ル ダ ー の 不 等 式 に つ い て は 西 尾(1978)参 照 。

14.コ ー シ ー の 問 題 に つ い て はKaratzas&Shreve(1988),Chapter8 .
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