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This article starts with specifying heuristically the stochastic process followed by 

asset prices. After discussing the Markov property, typical processes followed by 

stock prices are derived. Among them, the Geometric Brownian Motion plays a vital 

role in developing stochastic financial economics, especially contingent claims analy-

sis. Finally, the log-normal property of asset price and return distributions is briefly 

discussed. This article does not take up Martingales, one of the most important topics 

in stochastic processes and financial economics.

本稿 は,資 産価格の従 う確率過程をヒューリスティックに特定化 し,そ のマルコフ的な性質か

らウィーナー過程,伊 藤過程(幾 何ブラウン運動)を 導 く。これ らの確率過程は特に株価の動 き

を記述する際に基本 となるものである。次いで,条 件付 き請求権(オ プション等)の 評価で重要

な役割を果たす対数正規との関係を調べる。本稿で取 り上げる確率過程や分布特性は新 しい金融

経済学の基礎 となるものである。

1.資 産価格 の従 う確率過程 ヒュー リステ ィック ・アプローチ
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上の図で横軸は時間(t),縦 軸はある資産価格が上昇 した り下落 した りした後の位置を表わす

としよう。スター トの0時 点では価格は0の 位置にある。1時 点では,+1(す なわち上昇)か

一1(す なわち下落)か のいずれかである
。上昇するか下落するかの確率はそれぞれ1/2と す

る。2時 点では,価 格が上昇 して+2の 位置 にくる確率は1/4 ,1時 点で上昇 したのち下落す

る確率が1/4,1時 点で下落 したのち上昇する確率 もやは り1/4で ある。結局 ,価 格が2時

点でスター ト時点 と同じ位置にいる確率は1/2で ある。最後に,2時 点で一2の 位置にある確

率は1/4で ある。

この例のような離散的な確率変数xの 期待値Eと 分散 σ2は,対 応する確率をPと して,以 下

のように定義 される:

n

E(x)一 Σx、Pi

i=1

n

σ2(x)一 Σ[x、-E(x)]2Pi

i昌1

上の図を参考にして,各 時点における期待値と分散(標 準偏差 σも)を 計算 してみる:

t=1:E(x)_(十1)(1/2)-1-(-1)(1/2)=0

62(x)_(+1-0)21/2+(-1-0)21/2=1

σ(x)=汀

t=2:E(x)_(十2)(1/4)十(0)(1/2)十(-2)(1/4)=O

QZ(x)_(十2-0)2(1/4)十(0-0)2(1/2)十(-2-0)2(1/4)=2

σ(x)=⑫

t=3:E(x)=0

62(x)=3

σ(x)=⑬

t=T:E(x)=O

a'2(x)=T

σ(x)=π

独立 な試行 を考えて,上 昇の場合には確率pを,下 落の場合 は確率q=1-pを 与える(上

の図ではp=q=1/2)。n回 の試行で上昇がk回 起 こる確率 は:

pr(x=・k)=nCkPkqn-k

=n!/(k!(n-k)!)pkqn-k

で与えられる。2項 分布である。上の図で各 ノー ドにおける確率はこの公式を使って計算で きる。

このヒューリスティックな例から分かることは,ま ず,期 待値は時間の経過にかかわらず常に

0(す なわちスター ト時点の値に等 しい),そ して分散は経過時間の長 さであるという点である。
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実 は,こ れ はマーチ ンゲ ール性,

な い。

フェアゲームという興味ある性質であるが,本 稿では取 り上げ

2.マ ル コフ性 と株価 過程

原資産 として株式を考える。株式市場における株式の価値,す なわち株価の動 きについては,

1950,60年 代にアメリカを中心 として統計的な実証研究が盛んにおこなわれた。主要な結論 とし

て 「株価はマルコフ過程に従う」ことが明らかにされた。株価はあちらこちらに彷徨する系列に

従 っているようにみえる。傾向線や時系列モデルの当てはめは役に立たない。ゆえに1週 間後の

株価 を予測するのはほとんど不可能であ り,無 意味である。つ まり,株 価 の動 きはランダム ・

ウォークするということである。 ランダム ・ウォークについては,Bachelier,Einstein,Wiener

の先駆的業績がある。

ランダム ・ウォークの定式化は,確 率過程 における 「マルコフの性質」か ら導 くことができる。

これは,将 来のある時点における株価の確率分布が現在の株価のみに依存する特殊 な過程である。

株価の動 きに影響す るのは新 しい情報のみで,言 葉の定義から過去 をい くら分布 して も意味がな

い。現在の株価は,過 去の株価に含まれている情報および入手可能な情報をすべて体現 している

という意味で,弱 度型の効率性が成立 している。株価がマルコフ過程に従 うことは,市 場におけ

る競争によって保証される。現在の株価が過去から独立 していることか ら,効 率的な市場は記憶

をもたない といわれる。

マルコフの性質からウィーナー過程(ブ ラウン運動)が 導かれる。変数zが ウィーナー過程に

従 う場合,微 小期間 △tにおけるzの 変化 △zに は次の性質がある:

(a)△z=ω ～t;た だ し ω は標準 正規分 布(平 均ゼ ロ,標 準 偏差1の 正規 分布)か らの ラ ン

ダム標 本で ある。

(b)ふ た つの異 なる微 小期 間 △tに お ける △zの 値 は独 立で ある。

(a)か ら △zは,平 均 ゼ ロ(E(△z)=0),分 散 △t(σ2(△z)=△t)の 正 規分布 をす る。 また(b)か ら

変数zは マ ルコフ過 程 に従 う。

期 間T(=N△t)に お けるzの 増分 をz(T)-z(0)で 表 わす。

zCT)-z(0)=z(T)-z(T-1):OzT

十z(T-1)-z(T-2):△ZT-1

十 ・ ・ …

十z(2)-z(1):△z2

+z(1)-z(0):△z、

=Σ ω
i恆(性 質(a)か ら)

これ らは独立

(性質(b)か ら)

(1)

ωi(i=1,2,…,N)は 標 準 正規分布 か らの ランダム標 本で,性 質(b)か ら互 いに独 立で ある。

(1)式 か らz(T)-z(0)は 正 規分布 にな る。期待値 は

E[z(T)-Z(0)]=E[Σ ωi～広 τ]=OtE(Σ ωi)=0

分散は
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62[z(T)-z(0)]=NOt=T

標準偏差は

σ[z(T)-z(0)]evT

す な わ ち,z(0)=0と して,第1節 に対 応 している。

t→0と して △zと △tの 極 限 をとれば,性 質(a)は

dz=wdt (2)

(2)式 は 基 本 ウ ィーナ ー過 程 と呼 ばれ る。 この過 程 の特 微 は,変 数z(dzで は な い)の 期待 値

は現在 値 に等 しく(ド リフ ト率 ゼ ロ とい う),長 さTの 期 間にお けるzの 変 化 の分 散が1 .0×T

に なる(分 散率1.0)と い う点で ある。

(2)式 を拡 張 して,変 数xの 一般 ウ ィーナ ー過程 は以下の ように定義 される:

dx(t)=adt十bdz(=adt十bωvモ 正) (3)

aとbは 定 義で ある(時 間tとxの 関数ではな い)こ とに注意 すべ きで ある。

E[dx(t)]=adt

6z(dx(t))=b2dt

か ら,(3)式 の ドリフ ト率(す なわ ち単位 時 間当た りの ドリフ ト)はa,分 散 率(す なわち単位 時

間 当た りの分散)はb2で あ る。記述 的に説明す れば,bdzの 項 がなけれ ばx。 を初 期値 と して

x(t)=x。+at(ド リ フ トが ゼ ロな らばx(t)=x。)で あ る。bdzの 項 はxの 従 う経路 に雑音

(noise)を 追 加す るもの と考 え られ る。 この雑音(変 動 性)の 量 は基 本 ウ ィーナー過程 に分散 の

平方根(標 準偏差)を 乗 じた値 になる。

ウ ィーナ ー過程 をさ らに一般化 した ものが伊藤 過 程で あ る。 これは ,パ ラメー ターaとbが

元の変 数xと 時間tの 関数 になる確 率過程で ある:

dx(t)=a(x,t)dt十b(x,t)dz (4)

伊藤過程の ドリフ ト率,分 散率は時間の経過につれて変化する。

株価変動のモデルとしてはウィーナー過程には欠点がある。株式の期待収益率が株価水準か ら

独立 しているという点,ま た,時 間につれて株価が無限大になった りマイナスになった りすると

いうことがあ りうる。

伊藤過程 との関連で,具 体例 として株価(無 配)の 確率過程を取 り上げてみよう。株価の比率

で表わ される期待 ドリフ トが一定であると仮定する。 これは,Sを 株価 とした場合,dS/Sが 一

定 ということである。すなわち,こ のパ ラメーターをmと すれば,Sの ドリフ ト率 はmSと な

る。 ゆえにdtに おけるSの 期待上昇 はmSdtで あ り,無 配であるか らmは 株式の期待収益率で

ある。株価の分散率が常にゼロであれば

dS(t)=mS(t)dt

と書 け る。つ ま り
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dS(t)/S(t)=mdt

すなわち

S(t)=Soexp(mt)

S。は0時 点 の株 価 であ る。 分散率が ゼ ロの とき,株 価 は連 続複利mの 率で 幾何級 数的 に成 長す

る。実際 には株 価 は変動 す るか ら,こ れを考慮 して,σ2を 株価 の比率 的変化(dS/S)の 分 散

率 とす る。σ2=σ2(dS/S)dtか ら σ2(dS)=σ2S2dt。 ゆ えにSの 瞬 間的 な分 散率 は σ2S2で あ

る。以上か ら,株 価 は以下 の伊藤過程 として表現 され る:

dS(t)=mS(t)dt十6S(t)dz(5)

ゆえに

dS(t)/S(t)=mdt十a'dz (6)

これが株 価 の時 間的 な変 動 を表 わす伊 藤過 程 で あ り,幾 何 ブ ラ ウン運動(GeometricBrownian

Motion)と も呼 ばれ る。(5)式 な い し(6)式 を株 価 が従 う確 率過 程 とす る。(6)式 はdS/Sが 平 均

mdt,標 準 偏 差 σdtの 正 規分布 であ るこ とを示 してい る。なお,(3)式 の ウィーナー過程 は算術 ブ

ラウ ン運動(ArithmeticBrownianMotion)と も呼 ばれる。

3.伊 藤 の 公 式 と対 数 正 規 性

株価の従 う確率過程 として(5)式を採用すると,対 数正規 との関連が明 らかになる。その際,確

率過程 における伊藤の公式が強力な武器になる。株価Sの 自然対数をln(S)と し,G≡ln(S)と

定義する。Gは 確率変数Sの 関数であるか ら,伊 藤の公式が使える。

aG/as=i/s,a2G/as2=‐i/s2,aG/at=o

であ るか ら,伊 藤 の公 式 よ り,Gの 従 う過 程は:

dG=(m一 σ2/2)dt十 σdz (7)

mと σは一定 であ るか ら,(7)式 はGが 一般 ウ ィーナ ー過程 に従 うこ とを意味 す る。 ドリフ ト率

はm一 σ2/2,分 散 率 は σ2で あ る。 これ は,第2節 の議 論 か ら,現 在 時 点 と将来 時点Tの 問

におけ るGの 変化 は,平 均が(2m-6/2)T,分 散 が σ2Tの 正 規分布で あ ることを意味 す る。

す なわ ち,期 間の長 さTに お けるG(=lnS)の 変 化 はInST‐1nS。 で あるか ら,正 規分布 関数 φ

を使 って:

lnST-lnSo～ φ[m一 σ2/2)T,σVT]

正 規 分布 の性質 か ら,上 式 は:

lnST～ φ[lnSo十(m一 σ2/2)T,σV勹 「]

こ れはSTが 対 数正規分 布で ある ことを含意 してい る。

対数 正規 分布 の性質 と(8)式か ら,STの 期 待値 と分散 は次 式で与 え られる:

(g)
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E(S,.)=Soexp(mT)

σ2(ST)eS2exp(2mT)[exp(σ2T)-1]

最 後 に,期 間の長 さTに おけ る株 式 の収益率(連 続複 利)を み る こ とにす る。 連続 複利 の収

益 率 を ρ とす れば:

ST=Soexp(ρT)

ρ=(1/T)ln(ST/So)(9)

と ころで,lnST-lnS。=In(ST/S。)で あ るか ら,(8)式 の す ぐ前 の式 は:

ln(ST/So)～ φ[m一 σ2/2)T,Q]

正 規 分 布の性 質 と(9)式か ら,

ρ～ φ[(m一 σ2/2),σ/vT]

以 上 か ら,連 続複 利 の収益率 は平 均(m一 σ2/2),標 準 偏差 σ/π の正 規分布 をす るこ とが

分 か った。

4.終 り に

本稿で は金 融経済学 の基礎 とな る資産価格過 程 に関す る話 題 を取 り扱 った。数学 的 にはあ ま り

厳密 で はない。

第1節 の ヒュー リス テ ィ ックなア プローチ をよ り厳密 に展 開 した ものにCox&Miller(1965>

が あ る。

第2節 のマ ル コフの性 質 につ いて は,Cox&Miller(1965)の ほ かに,Karlin&Taylor(1975)

で 詳 しく解説 されて い る。株 価過 程 の理論 的 ・実 証的研 究 の集大成 はCootner(1964)で あ る
。

Bachelier(1900)の 先 駆 的 な論 文 もこの中で英 訳 され てい る。 株式市 場 にお け る効 率性 はFama

(1970)で 包 括 的に論 じられて いる。幾何 ブ ラウ ン運動 までの確 率過程 はHull.(1989)が 参 考 にな

る。

第3節 の伊藤 の公式 は,Hull(1989)の ほ か に栗 林(1992)で(厳 密 で はないが)解 説 され て

い る。対 数正 規 はAitchison&Brown(1957)が 網 羅 的 であ る
。栗林(1989)は オ プ シ ョンに応

用 して いる。

な お 本 稿 で 取 り上 げ な か った 重 要 な トピ ックで あ る マー チ ンゲ ール につ い て はKarlin&

Taylor(1975)のChapter6で 解 説 されてい る。
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