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概 要

   We consider a triangle lattice in the plane instead of an usual quadrangle lattice, and study some 

discrete structure problems on the triangle lattice. Namely, we consider life-games, graph drawings, Voronoi 

diagrams, channel routing problems, and other distributing problems on the triangle lattice in the plane, 

which are usually considered on the quadrangle lattice. The usual quadrangle lattice is not a maximal planar 

graph, but the triangle lattice is a maximal planar graph. Moreover edges of the usual lattice are parallel to x-

axis or y-axis, and have only four directions. On the other hand, edges of the triangle lattice have six 

directions, and so its edges are distributed more uniformly than the usual lattice. From these point of view, 

we define some problems on the triangle lattice, and show that the triangle lattice has some advantage of 

these problems by some solutions obtained by computer.

平面上の3角 格子において,ラ イフゲーム,平 面 グラフの描画,ボ ロノイ図,配 線問題など考え

る.こ れらは従来普通の格子,す なわち4角格子において考 えられ,ま た研究されて きた問題であ

る.し か し,平 面 グラフとしてみたとき,3角 格子は4角 格子 よりも密で均一性が高い.こ れから

より良い解とか,4角 格子 とは異なる特色のある振る舞いが期待 されるが,実 際上の問題において

そのような結果を得た.こ れらの結果 をまとめて報告する.

*元 茨城大学工学部情報工学科
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1は じめに

平面上の4角(正 方形)格 子を利用 して考えられ,ま た研究 されてきた問題は多数ある.こ こで

4角格子 とは,図1に 示 されている普通の格子で南る.こ れは平面上にxヲ 座標 を導入 し,κ一軸 ,y一

軸 に平行 な幅1で 等間隔に並んだ直線群か ら構成されている.そ のため座標の利用 も容易であ り,

また人の自然 な感覚 とよく合 うという観点か らも考 えやす く,幅 広い多種多様 な問題が4角 格子で

考えられ,ま た研究 されてきた.

しか し,4角 格子 を平面上の平面グラフとして捉 えると,こ れは極大平面グラフではな く,辺 が

疎であ り,よ り多 くの辺があれば解決 しやすい問題 に対 しては不満が残る.ま た,点 とか辺の方

向に偏 りがあ り,方 向性のない問題 に対 しても他の方向が利用 されてお らず,問 題解決の妨 げに

なることもある.こ の観点に立つ と,図1に 示 した3角 形(正3角 形)格 子は,平 面グラフとみた

とき極大平面 グラフとなってお り,交 差 させることな く新 たに辺を追加す ることはできず,辺 に

関して最密になっている.ま た,点 とか辺 も6方 向に均一に広がってお り,方 向性のない問題に対

しては4角 格子 よりは有利であることが予想 される.

図濯4角 格子(左)と3角 格子(右)

ここでは実際にい くつかの問題に対 して3角 格子上で問題 を解 き,こ こで述べた期待が予想通 り

成 り立つことを確 かめた.同 時に3角 格子 には,4角 格子 とは違 う独 自の興味ある特徴があること

も確認で きた.こ れ らの要点をまとめて報告する.

ここでは4角 格子,3角 格子 を問わず,直 線の交点を格子点 とよび,4角 形 とか3角 形の面(マ ス

目)を セル とよぶ.

2茨 大型ライフゲームと紋様の生成

ライフゲームはConwayに よって1970年 に発見され,コ ンピュータで楽 しめる代表的な自動ゲ
ームとして広 く親 しまれてきた[1] . 、

このゲームは4角 格子のい くつかのセルに石を置き,こ れをあるルールに従って石 を取 り除いた

り,新 たに石 を加えた りして石の状態を変化させ,そ の変化の様子を楽 しむゲームである.そ し

て,そ の石の状態の変化が生物集団の盛衰 を連想 させることか らライフゲーム と名付 けられてい

る.ま た,変 化の様子が非常に複雑であることも特筆すべ きである.
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ゲームのルールは次の通 りである.な お,各 セルの周 りには辺および点で接する8個 の隣接セル

がある.

(1)セ ルに石があ り,そ のセルに隣接する8個 のセルに2個 または3個 の石があるな ら,セ ルの

石 は次の状態で もそのままある(生 き残る).』それ以外の個数ならセルの石はな くなる(死

滅する=取 り除 く)(図2).

(2)セ ルに石がな く,そ のセルに隣接す る8個 のセルに3個 の石があるなら,次 の状態でセル

に石をおく(誕 生する).そ れ以外の個数なら無いままである(図2).

図2ラ イフゲームの3つ の連続する状態変化の例

ここで上のルールが唯一の ものであることを注意 してお く.つ まり,上 で述べたルールを少 し

でも変更すると,「石の集団がす ぐに安定状態 とか周期状態になる」,「石の個数が無限に増 えてし

まう」,「石がすべて消滅 していまう」のいずれかが起 こる.た とえば,ル ール(2)に おける誕生

条件の石の個数を2個 にするとか,4個 にするとか,2ま たは3個 などに変更するとこのようなこと

になる.ル ール(1)に ついても同様である.私 の研究室で調べた限りではジこれ以外のルールで

はライフゲームに近い複雑で面白い動 きをする ものは見つか らなかった.そ の意味で唯一のルー

ルと思われる.

一方
,石 の個数が無限に増えるルールに対 しては,た とえば石の誕生順に巡回的に石を着色す

るなどす ると,刻 々と紋様 を変えなが ら石の集団が無限に大 きくなり,か つその紋様が非常 にき

れいなものが多数見つかっている.ま た,こ れか ら述べる重み付 きのルールにすると元の ライフ

ゲーム と同等かまたはそれ以上に複雑 な面白い動 きをするものも見つかっている[2],[3],[4],[5].

これについては今後 も新 しいルールが多数見つかるものと思われる.

図34角 格子(左)と3角 格子(右)に おける隣接セルの分類
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3角 格子におけるライフゲームを述べる前 に,格 子 における重み付 きライフゲームについて述べ

る.各 セルに対 して,そ のセルに辺で隣接 する4個 のセルにある石の個数 をx個 ,点 で接する角の

4個 のセルにある石の個数をy個 とし,セ ルの重みをw=2κ+yと 決める(図3).一 般 にはw=砿+

加 と定義することがで きるが,こ こではよく調べ られているこの重みに限定 して述べ る.整 数の

集合1と ノに対 して,ル ールを一般に次の よう決める.

(1)セ ルに石があるとき,も しw∈ 」ならセルの石 は次の状態でもそのままある(生 き残 る).

それ以外(w¢1)な らセルの石はなくなる(死 滅する=取 り除 く).

(2)セ ルに石がないとき,も しw∈ 」なら次の状態でセルに石 をお く(誕 生する).そ れ以外な

ら無いままである.

この とき,興 味あ る1 ,ノの例 と しては次の ような もの があ る[3].

1={2,3},」={4,5};1={3,4,5,6},!={4};1={4 ,5,6},!={4,5}

ま た 紋様 に対 して は,泄 代 に生 まれ た石 を順 にた とえば 白,赤,黄,青 と着色 し,ル ー ル を例 え

ば

1={2,3},ノ==・{3,4};1={2,3,4,5},ノ={3,4};1={0,1,2,3,4} ,1={1,2,3}

な ど決 める と興味 ある紋様 が多量 に生成 され る[4].

さて,3角 格 子 におけ るライ フゲー ムのルール を述べ よ う.基 本 は4角 格子 の場 合 と同 じであ る.

つ ま り,い くつかの3角 セル に石 をお き,こ れ らの石が条 件 に したが って生 き残 った り,死 ん だ り,

ま た新 た に石 が誕生す る.3角 格 子 の各 セルに対 して,こ れ に接 しているセルは12個 あ り,そ れ ら

の セル は接 し方 に よ り3通 りに分 け られ る.そ して ,辺 で接 す る3個 のセ ルにあ る石 の個 数 をx個,

こ れ ら3個 のセル に辺 で接 す る6個 のセル にある石の個 数 をy個 とお き
,こ れ以外 の3個 のセ ルにあ

る石 の個数 をz個 とお く(図3).そ して重 み を

w=砿+わ ツ+cz

と定義する.ル ールは4角 格子の場合 と同様である.

(1)セ ルに石があるとき,も しw∈1な らセルの石は次の状態で もそのままある(生 き残 る).

それ以外ならセルの石はな くなる(死 滅する=取 り除 く).

(2)セ ルに石がないとき,も しw∈1な ら次の状態でセルに石 をお く(誕 生する).そ れ以外な

ら無いままである.

興味ある1,」の例 としては次のよう.なものがある[3].

α=わ=c=・1,1={2,3},」={3};1={3,4,5},!={4}

α=3,わ=2,c=1,1={4,5,6,7},!={4};1={4,5,6,7,8},!=:{7,8}

ま た 紋 様 に 対 し て は,泄 代 に 生 ま れ た 石 を 順 に た と え ば 白,赤,黄,青 と着 色 し,

α=2,わ=c=1,1={3,4,5},ノ={1,2};1={3,4,5},」={4}

な ど とル ール を決 め る と面 白い紋様 が生成 される[5].こ れ ら重 み付 きライ フゲ ーム とか3角 格 子,

こ こで は述べ なか ったが6角 格子 な どにお ける ライフゲー ムを茨大型 ライ フゲー ム とよぶ[2] .

この 他,一 般 的 に言 って,100個 程 度 の石 をあ る密度 で配 置 して ライ フゲーム を始 める と
,ほ ぼ

100×100程 度 の範 囲 を動 き回る ことが多 く,こ れ よ り大 きい範 囲 を動 き回 るこ とは少 ない .一 方
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3角格子におけるあるライフゲームでは100個 程度の石 をある密度で配置すると500×500程 度の広い

範囲を動 き回ることがよく起こる.こ れは3角 格子ライフゲームの特徴のひとつ と言ってよかろう.

3グ ラフの描画

グラフの描画 とは,与 えられたグラフを平面上に見やすい形 とか,利 用 しやすい形に描画する

ことである.描 画方法 としては様 々な方法があるが,代 表的なもののひとつは,グ ラフを4角格子

上に描画するものである.

図4:4角 格子上におけるグラフの描画

これは,与 え られたグラフの点を4角格子の格子点に配置 し,辺 は格子の線上 に描 く方法である.

このとき描画ルールとして,格 子点における辺の交差は許されるが,

交差する格子点では2本 の辺は直進する ものとする

というルールを付ける.こ のルールにより,た とえ辺の交差があっても辺が どの2点 を結んでいる

かは見やすい し,ま たこの描画 を後で述べ るような2層 配線 として実現すれば,実 際には交差のな

い,つ まり配線がショー トしないような配線が得 られる(図13).

図53角 格子上におけるグラフの描画
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この描画法 においては,グ ラフの最大次数が4以 下である限りルールに合 う描画を得 るアルゴリ

ズムがある[6】.しか し,グ ラフの最大次数が4以 下 というのはかなり厳 しい条件である.そ こで3

角格子にグラフを描 くことを試みた.こ れに対 しても4角 格子の場合と同様グラフの点は格子点に

配置 し,辺 はすべ て格子の線上 に描 く.そ して格子点において2本 または3本 の辺が交差 してもよ

いが,こ れらは4角 格子におけるルールと同様すべて直進するもの とする.

このような描画を与えるアルゴリズムを考案 し,実 装 して試 したところ,最 大次数が6以 下の30

点以下のグラフに対 しては条件 に合うグラフ描画が得 られた[7].し か し,こ のアルゴリズムによ

り常に描画が得 られることは証明されていない.ま た,今 のプログラムでは点数の増加 にともな

い計算時間が非常に大 きくなる問題 もある.し か し,最 大次数が6以 下のグラフまで拡張で きたこ

との意義は大 きい.ま た,こ の3角 格子上の描画を3層 配線 として実現すれば,実 際には交差のな

い,つ まり配線がショー トしないような配線ができる(図13).

次 に,ア ルゴリズムの要点を述べ よう.3角 格子 における格子点P,g間 の距離4(丑g)は,こ の2

格子点を結ぶ最短道の辺の個数である.格 子点の集合Aと これに含 まれない格子点Pに 対 して,P

とAの 距離はminρ。A4(P,g),つ まりPか ら最 も近いAの 格子点までの距離 と定義する.た とえば隣i

接する2点 問の距離 は1で あり,隣 …接2格 子点の集合か ら距離1の 格子点は8個 ある.最 後に,す で

に部分グラフが3角 格子上に描画されているとき,こ の部分 グラフに含 まれない点Pと 部分グラフ

の点gの 距離は,Pとgを 結ぶルールに合 う道のなかで最短なものに含 まれる辺の個数 と定義する.

3角格子の直線は,水 平直線 と右下方向の直線 と左 下方向の直線の3つ に分け られる.線 分(2

格子点を結ぶ辺)に ついても同様によび分ける.与 えられたグラフの最大次数は6以 下 とす る.す

るとこのグラフは次のアルゴリズムによって3角 格子上 に描 くことが期待できる[7].な お,実 装

したプログラムによる試験では描画が得 られた.

図63角 格子上におけるグラフの描画

(1)グ ラ フの点の個数 をηとす る.グ ラフのすべ ての点 に次 の ように して1,2,…,π の番号 を付

ける.各 整 数1≦ 三'.≦.ηにお いて,番 号{1,2,…,'}の 付 い た点 か ら誘導 され る部分 グラ フが

連結 で ある ようにす る.つ ま り任 意の1≦ 顕 ≦≧ηに対 して,1,2,… 孟 の番号 の付 いた点の

どれか と隣接 す る点 に番号 ん+1を つ ける.こ の番 号 に よ りグラフの点 をv1,v2,・ ・㌧v.と 名 付

け る.

(2)番 号1の 点v1を3角 格子 の格 子点P1に と る.次 に点P1か ら右 に3離 れ た点 をP2と し,こ こに

グ ラフの点v2を 置 く.

(3)点{v1,v2,…,v々}か ら誘 導 される部分 グ ラフはす で に描 画 されてい る と仮 定 する.次 の3つ
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の条件 を満 たす格 子点 の集合Xを 求 め る(図6).

(i){v1,v2,…,帰 の もっ とも下 にあ る格子 点か ら3下 にあ る水 平直線L1を 求 め る.

(ii){v1,v2,…,喝 の もっ とも右 にあ る格子点 か ら3右 にあ る左 下方 向の直線L2を 求 め る.

(iii)Ll上 ま たはLlよ り下 にあ るか,L2上 ま たはL2よ り右 にある格子点 の集合xを も とめ

る.

(4)点 取+1}と 隣接 す る{Vl,v2,…,帰 に ある点 を次数 の大 きい順 に価,κ2,…,〃 、}と並 べ る.ま た

麗1,那2,…,麗、の格 子点 をg1,C2,…,ρ ∫とお く.Xの 点Pで

4(P,91)+4(P,9,)+…+4(P,ρ ∂

が最小 になる もの を求 める.な お,部 分 グ ラフは描 画 され ているので,Pと91,g2,…,g,一1

を結ぶ 道は この描画 とルー ルがあ う道 の なかで最短 な もの を求 め,そ れ らの長 さを4(P,9∫)

で 表 わす.

(5)(4)を す べ ての点が描 画 され る まで繰 り返 す.

4格 子におけるボロノイ図

平 面上で定 義 されたボロノ イ図 とは,平 面上 に与 え られ た η個 の点P1,P2,…,P.に 対 して,平 面

を次 の条件 を満 たす よ うに η個の領域&,x=2,…,瓦 にわ ける こ とであ る.

(i)各 領 域Xlに は点Pfが あ る.

(ii)各 領 域 瓦の任意 の点gに おい て4(g,P∂<(g,君),ノ ≠',と な る.

つ ま り領域 瓦 の点か ら点P,ま で の距離 は他の点 乃 までの距 離 よ り短 く,点P,の テ リ トリ」 と言

って も よい領域 で ある.与 え られた点{P∫}は 母点 とよばれて い る.ま た,こ の よ うな領域 の分 割

図をボ ロノイ図 とよぶ[8].

・図73角 格 子 にお ける距離 の定義
,元 のセル,距 離1,2,3の セ ルの図示

さて,4角 格 子 とか3角 格 子 におい ては,2つ の セルPとgに たい して,こ の2つ のセ ル を結 ぶセ

ルの列

(p=p1,p2,p3,…p{。 、},p。=g)p,とp{,+1}は 辺 を共 有 してい る

を長 さ πの道 と決 める.そ してPとgを 結ぶ最 短 な道 の長 さをPとgの 問の距離 と定義す る(図7).
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図84角 格子上におけるボロノイ図

図9:3角 格子上におけるボロノイ図;白 セルは境界線,[10]

距離が定義で きれば,4角 格子 と3角格子それぞれにおいてボロノイ図 を作成することができる.

図8と 図9に それぞれの例がある.こ れからわかるように,4角 格子 におけるボロノイ図は普通の

平面上のボロノイ図と類似ていているが,3角 格子 におけるボロノイ図では境界線が大 きな領域 と

なることがあ り,こ れは他では見 られない特徴 となっている.つ まり,2点 または3点 からの距離

が等 しい点の集合が領域 になることもある[10].
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5配 線問題 とチャネル配線問題

ここで考える配線問題は,平 面上に与えられたい くつかの点の対{(P、,9,),1≦二'≦.π}に対 して,

点P,とg,(1<'〈 η)を交差 しない曲線で結ぶ問題である.

実際には点は4格 子点上にあたえられ,結 ぶ曲線は格子線上にある線であることが普通である.

これに対 しては古 くから多 くの研究が されている.し かし,こ の問題は4格 子に限定する必要はな

いので,こ こでは3角 格子上の問題 とみなして解いてみた.3角 格子の方が4角 格子 より辺の密度

が高 く,こ のような問題 にたいしては有利であることが予想される.実 際遺伝的アルゴリズムを

用いた解法を実装 し,実 験:を行 った結果い くつかの例でこのようなことが検証 された[11].ま た,

ここで遺伝的アルゴリスは4格 子におけるものと基本的に同じであ り,3角 格子であるための特別

な工夫はしていない.実 際に3角 格子の配線が可能であれば,4格 子より有効 と思われる.

図104角 格子における配線問題,[11]

図113角 格子における配線問題,[11]

図123角 格子におけるチャンネル配線問題,[13]
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この配線 とは別にチャネル配線問題 と呼ばれている問題において も,4角 格子上での解法が研究

されてきた.こ れは図12に あるように,上 端 と下端に結線要求の端子番号が与えれてお り,同 じ

場号を格子上の線分 を利用 して結ぶ問題である.そ の際,

辺は格子点上で交差してもよいが直進する

図134角 格子 におけるチャネル配線問題 と2層 配線[12]

というルールがある.こ のルールにより,実 際にこの配線を2層 配線すると交差のない,つ まりシ

ョー トしない配線が得られることになる.

前の配線問題 と同様,こ の問題 も3角格子上の配線問題 として解 くこともで きる.た だし,こ の

場合 には得 られた配線は,3層 配線 として実現することにな り,4角 格子の場合 とは大 きな違いが

でる.実 際に遺伝的アルゴリズムを用いたプログラフを実装 し,い くつかの問題 を解いてみた.

その結果は4角 格子 よりも有利な状況を反映して,良 いものが得 られた【13].
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