
１．はじめに

1.1．研究のねらい
1.1.1．初等幾何とは
「初等幾何」という語はさまざまな意味に用い

られるが，本稿では，三角形の合同や平行線の性
質などをもとに組み立てられる，解析幾何出現以
前の古い手法に基づく幾何を意味する．
1.1.2．幾何教育の現状と課題

平成元年改定の学習指導要領で高等学校数学科
に初等幾何が導入された．しかし，そこで指導さ
れることになった幾何学は曖昧模糊とした伝統的
な幾何学であり，自ら考えることを指向する高学
力層に数学に対する不信感を植え付ける原因にも
なるものであった．　

たとえば，△ABCにおいてAC＞ABであると

き∠B＞∠Cを示す際，図１でＤがＡとＣの間に
あることから∠ABC＞∠ABDとなることが用い
られる．
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この論法は昔風の幾何の書物にはよく見られる
ものであり，また，ユークリッドの原論では角の
内部にある角はその角より小さいことが自明のも
のとして扱われてもいる．けれども，中学校での
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幾何教育でこの論法が正しいものであると習って
はいない．

上述の事例は，過去の高校数学Ａ教科書にも見
られたものであるが，同様の事例が中・高等学校
の教科書に散見される．たとえば，一部の中学校
３年の数学教科書には，三角形の相似条件が三角
形の合同条件から導かれるとの誤解を招きかねな
い記述が見られる．

メネラウスの定理の逆を証明するとき，同一直
線上，同じ比に外分する点が一つしかないことを
用いる．直線を数直線とみなすことをしない前提
で話を進めると，それは自明でもないし，「よく
考えればわかる」性質の問題でもない．たとえ
ば，距離が０であるような異なる２点が直線上に
存在したら，この命題は成立しない．

中・高等学校の数学科教員は，教科書の真意
を，あるいは，不備や誤りを見抜き，的確な指導
ができなくてはならない．教員養成課程における
幾何教育は，そのような教員を育てるために機能
しなくてはならないであろう．
1.1.3．公理的初等幾何が果たすべき役割

錯角が等しい２直線は平行であることを示すと
き，鍵となるのは，平角と大きさが等しくなる角
は平角しかないという事実である．しかし，角度
を測ってみたら180°であるけれど平角ではない角
は本当に存在しないのだろうか．

こういった疑問に答えるのが，公理的初等幾何
学が果たすべき役割である．教師からみれば素朴
な疑問にすぎないけれど，学習者と共通の基盤の
上で議論できる枠組みを用意しなければ，主体的
に考える学生・生徒を育てることはできない．

適切に企画された初等幾何の公理系があれば，
仮定と結論とをつなぐ筋道を構想し，それを論理
にしたがって記述していく訓練の場となる．幾何
では否定的な表現で定義された概念も多いから，
背理法（排中律の適用という意味ではなく，矛盾
から否定が導かれる論理）や，「pまたはq」を示
すのに「p でないならばq」を示せばよいことな
ど，推論の基本原理を学ぶのにも適した場であ

る．
しかし，初等幾何とは何であるか，初等幾何の

定理とは何であるかを示すことを目的に作られた
公理系の多くは，初学者向けの配慮が欠けてい
る．厳密な論理に基づく体系である（すなわち，
暗黙の仮定を持たない）という前提をくずすこと
なく，経験的な知識と直観にもとづいて論理の構
築を進めていけるような公理的理論体系が欲し
い．そして，また，それは初等幾何の本質を的確
に伝えるものでもあってほしい．
1.1.4．この公理論体系のねらいと特徴

対象とするのは，公理として定めた命題のみを
根拠として論理を進める公理的方法を習得する段
階の学生たちである．公理系それ自身を考察対象
とする，より高い水準での利用を意図するもので
はない．

学習者が習得している概念を利用して，見通し
よく，公理論的体系を作ることの意義を学ぶこと
ができるような教程を作ることがこの研究のねら
いである．幾何についてそれなりの知識や感覚を
持っている学習者を対象とし，既習事項を根拠に
さかのぼって追及するなかで，根源と考えられる
約束（公理）を設定していく学び方を目指した．
だから，他の公理から証明できるようなことがら
であっても，根源的と思われる事項は公理として
与えて議論を進める道を選んでいる．また，不要
な寄り道を避け，最小限，必要な命題のみを提示
するように努めた．
1.1.5．平面幾何

空間の幾何についてはほぼ座標空間における議
論に移行している高等学校教育の現状を考え，平
面幾何のみを扱う． 

　
1.2．初等幾何公理系のバリエーション

ヒルベルトは，初等幾何の公理系を整理し，そ
の無矛盾性を実数の無矛盾性に帰着させ，また，
その公理すべてを満たす体系は，通常の座標平面

上の幾何と一致することを示した．
その結論が示すところに従うと，初等幾何の公
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理系の骨格は，おおむね 上の幾何で成立する命
題をいくつか選び出して並べたものになる．

直線や角にまつわる基礎部分の作り方には，お
よそ，次の３通りが考えられる．

（１）線分，角の合同の公理を出発点として定め
る．

（２）線分の長さ，角の大きさを数値とし，大き
さが等しいことを合同と解釈する．

（３）直線と実数全体に１対１対応が存在し，角
の大きさに実数の一区間との１対１対応が存在
することを公理として掲げる．

（２）を採用するテキストに ［小平邦彦, 1985］
がある．（３）は，米国でSMSGの実験教科書
で採用されたアプローチで，その流れを汲む 

［Meyer，2006］や，［Venema，2012］に採用され
ている．
（２）を採用すると，アルキメデス性が自動的

に成立するが，連続性を意味する公理とは独立で
ある．連続の公理を仮定しなければ，任意角の３
等分が不可能な，定規とコンパスによる作図の世
界を表現することが可能である．
（３）を採用すると，アルキメデス性と連続性

は，いずれも成立する．線分を任意の比に分ける
点の存在は自明であり，角の大きさの範囲として
許される範囲内の任意の数値を指定すると，その
大きさの角の存在が保証される．

以下に述べる公理系で，等号を線分の合同，角
の合同に言い換えれば，ヒルベルト流の公理系よ
りも易しく，非アルキメデス幾何への展開も可能
な（１）のアプローチを実現できる。けれども，
この試案では，非アルキメデス幾何学への展開を
考えず，（２）のアプローチを採用することとし
た． 

1.3．試案の概要
1.3.1．三角形の合同条件

中学校の幾何では三角形の合同条件が，実質，
公理として用いられ，それは高校数学にも引き継
がれているから，三角形の合同条件すべてを公理

として仮定することも考えられる．
しかし，中学校教科書の指導書にはユークリッ

ドによる三角形の合同条件の証明が掲載されてい
ることもあるから，三角形の合同条件の証明は中
学校教員になる人に必須の素養であろう．

ユークリッドの証明を合理化する目的で２辺夾
角合同公理を採用し，２等辺三角形の底角の大き
さが等しいことの証明を経て３辺合同定理を示す
ことにする．２等辺三角形の底角の大きさが等し
いことの初歩的な証明は中学校数学科教員になる
人が心得ておくべき事項と考えられるので，この
道を採用する．
1.3.2．三角形の相似条件

三角形の相似条件は平行線と比例の関係から導
かれる．平行線と比例の関係を導く際の要となる
事項が２つある．

平行線と比例の関係を導く際，平行四辺形の対
辺の長さが等しいことを用いる．この性質の証
明には，平行四辺形ABCDにおいて∠BACと∠
DCAが錯角となることを用いる．この２角が錯
角であることを示す鍵は，後述の横木定理（命題
45）である．

平行四辺形の性質を利用すると，有理数比の場
合について平行線と比例の関係を証明するのは容
易である．しかし，相似の理論から三平方の定理
が導かれ，結果として無理数比が現れる．だから
無理数比の場合についても平行線と比例の関係を
証明しておかないと理論が完結しない．ここで，
有理数の稠密性を用いる．
1.3.3．線分の長さと角の大きさ

この公理系では，線分には長さがあり，角には
大きさがあることを前提としている． 

線分の長さを数値（実数）とすることで，有理
数の稠密性が使える．また，たとえば，同じ比に
分ける分点（内分，外分）の一意性の証明など
も，単純な代数の問題に転嫁することで見通しが
よくなる．同じ比に分ける分点の一意性は初等幾
何の証明では不可避な論法であるが，その根拠に
ついて中学校や高等学校で学ぶことはないし，自
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明な命題でもない． 
しかし，直線上にすべての実数に対応する点が

存在することを仮定しないことで，直線上の分点
の存在を示すのに直線外の点が必要になる．この
事実は，初等幾何の重要な特性のように思う．
1.3.4．角の大きさ

線分の長さについては実数の性質に依存した証
明をしているが，角の大きさについてはもっと緩
い仮定に変えることができる．けれども，90°，
180°といった慣れ親しんだ指示語が使える利便性
を考え，角の大きさも，数値（実数）であるとし
ている．

この試案では，理論構成に外角定理を用いてい
ない．「錯角が等しければ平行」という，よく知
られた命題を根拠にした推論で代替が可能だから
である．

ただし，そのためには，当然，「錯角が等しけ
れば平行」を早い段階で証明しておくことが必要
になる．「平行ならば錯角が等しい」と同時期に
導入するのでは遅い．
1.3.5．平角の大きさ

この試案では，すべての平角が同じ大きさを持
つことを公理としている．しかし，これは，よく
知られるように，他の公理から導くことが可能で
ある（ ［ヒルベルト, 1930］（定理21））．また，た
とえば， ［砂田利一, 2004］（定理1.14）， ［小平邦彦, 
1985］（定理20）など，多くの書物に現れる．け
れども，この事実を知るのは，一通り学び終えた
後であって支障ないのではないだろうか．
1.3.6．パッシュの公理

パッシュの公理には，直線が平面を２分するこ
とを主張する分離公理と，三角形の１辺のみと
交わる直線が存在しないことを主張する（狭義
の）パッシュの公理とがある．一方を仮定すれば
他方が導かれる関係にあるのでどちらを公理に選
んでもよい性質のものであるが，現行の学校数学
では，たとえば，円周角の学習で平面が直線で２
分されることを経験的に学んできている．その観
点から，この試案では，分離公理を公理に採用し

た．

1.4．試案の詳細
以下，詳細を述べる．ただし，証明は，大部分

がよく知られた手法によって可能であり，特に注
意を要する箇所のみを記す．

２．公理体系の詳細

2.1．点と直線
2.1.1．点と直線に関する公理

平面全体をP で表す．平面は点の集合である．
直線は，平面のある特別な部分集合で，以下に述
べる公理群を満たす．
公理１　直線上には少なくとも１個の点がある．

平面上には，同一直線上にない点が少なくと
も３個ある．

公理２　相異なる２点A，B に対して，A，B を
通る直線がただひとつ存在する．

この直線を，直線ABという．直線BAと書いて
も同じものを指す．
命題１　異なる２直線の交点は高々１つである．
2.1.2．全順序集合

全順序集合の定義は省くが，順序を ≺ で示す．
全順序集合上の位置関係

全順序集合Sの要素p，x，y について x≠p， 
y≠pであるとき，次の（１）～（４）のうちの
いずれか一つが成立する．
（１） x ≺ p，y ≺ p  （２） x ≺ p，p ≺ y
（３） p ≺ x，y ≺ p  （４） p ≺ x，p ≺ y
（１）または（４）が成立するとき，x，y はp

に対し同じ側にあるといい，（２）または（３）
が成立するとき，pはxとyの間にある，x，yはp

を挟む，yはpについてxと反対側にあるなどとい
う．

全順序集合S の要素a，b，c について，
a ≺ b ≺ c またはc ≺ b ≺ a が成立するとき，a，

b，c はこの順に並ぶという．

「教育学部紀要」文教大学教育学部　第 50 集　2016 年　白石　和夫

― 66 ―



2.1.3．直線に関する公理
公理３　直線は全順序集合である．
公理４　点Ｐが直線上の点であるとき，Ｐを挟む

ような２点が直線上にある．
公理５　直線上の異なる２点に対し，その２点に

挟まれる点が少なくとも一つ存在する．
命題２　Ａを直線 l 上の点とする．直線 l 上にＡ
と異なる２点P，Q があるとき，P，QはＡにつ
いて同じ側にあるか，反対側にあるかのいずれか
である． 
命題３　直線 l 上に相異なる２点A，Bがあると
き，直線 l 上にＡについてＢと反対側にある点が
少なくとも一つ存在する．
2.1.4．半直線と線分

直線AB上の点のうち，ＡについてＢと同じ側
にある点の集合を半直線ABといい，ＡとＢの間
にある点の集合を線分ABという．（端点は半直線
や線分に含まれない．）
命題４　半直線AB上の任意の点をCとするとき，
半直線ACは半直線ABと一致する．
命題５　半直線ABと半直線BAの共通部分は線分
ABである．
命題６　直線 l 上の相異なる３点A，P，Qに対し，
ＰとＱがＡについて反対側にある

　　　　　　　　　　　 ⇔ 線分PQはAを含む
ＰとＱがＡについて同じ側にある

　　　　　　　　    ⇔ 線分PQはAを含まない
2.1.5．線分の長さ
線分の長さに関する公理

線分ABに対し，その長さと呼ばれる正の実数
ABが対応し，以下の性質を持つ．
線分の長さの基本性質

AB＞０
AB＝BA

線分の長さの和
直線l 上に３点A，B，Cがこの順に並ぶとき，

AB＋BC＝AC．
線分ABの長さをABで表すので，線分自身を表

すときは「線分AB」のように書く．

2.1.6．内点と外点
線分AB上の点を線分ABの内点という．直線

AB上の点であって，線分ABの内点でも，A，Ｂ
のいずれでもない点を線分ABの外点という． 

線分ABの外点の集合を線分ABの延長という．
線分の延長は，２つの半直線からなる．１つの半
直線を指す場合，一方の側への延長という．
命題７　半直線AB上の点Pに対し，

Ｐは線分ABの内点 ⇔ AP＜AB  
ＰはＢと一致する  ⇔ AP＝AB  
Ｐは線分ABの外点 ⇔ AP＞AB  

命題８　半直線AB上の２点P，Qに対し，
AP＝AQならば，PとQは一致する．

命題９　線分AB上の２点P，Qに対し，
AP：PB＝AQ：QBであるとき，P，Qは同一の
点である．
命題10　線分ABの外点P，Qに対し，
AP：PB＝AQ：QBであるとき，P，Qは同一の
点である．
2.1.7．線分の移動
線分移動の公理

任意の線分ABと半直線PTに対し，半直線PT
上にAB＝PQとなる点Qが存在する．
命題11　任意の自然数nに対し，半直線AB上に
AP＝nABとなる点Pが取れる．

2.2．平面
2.2.1．パッシュの分離公理
パッシュの分離公理

任意の直線l は，平面P を３つの部分A，B，l 
に分け，

（ⅰ） A  ⋃ B  ⋃l＝P，
A  ⋂ B＝∅，A  ⋂l＝∅，l ⋂B＝∅，

（ⅱ）A の２点を結ぶ線分，B の２点を結ぶ線分
はlと交わらない，

（ⅲ） A の点とB の点を結ぶ線分はlと交わる．
　直線 l が分ける同じ部分に属する２点は，l に
ついて同じ側にあるといい，異なる部分に属する
２点は l について反対側にあるという．
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また，直線により分けられる部分の一方を半平
面という．
2.2.2．半平面
命題12　３点P，Q，Rと直線l について，
 （１）  PとQがl について同じ側にあり，QとRもl

について同じ側にあるとき，PとRはl につい
て同じ側にある．

 （２）  PとQがl について同じ側にあり，QとRがl

について反対側にあるとき，PとRはlについ
て反対側にある．

 （３）  PとQがl について反対側にあり，QとRもl

について反対側にあるとき，PとRはl につい
て同じ側にある．

命題13　２点P，Qが直線l 上にないとき，
PとQがl について同じ側にある

　　　　　 ⇔ 線分PQはl と交わらない
PとQがl について反対側にある

　　　　　 ⇔ 線分PQはlと交わる
命題14　直線l と点Aで交わる直線m上のAと異
なる２点P，Qに対し，

PとQがm上でAについて同じ側にある　
　　　⇔　PとQがl について同じ側にある

PとQがm上でAについて反対側にある
　　　⇔　PとQがl について反対側にある
命題15　直線 l 上の点Aと直線l 外の点Bを結ぶ
半直線ABは，直線lによって分けられる半平面
のうちBを含む側と直線ABとの共通部分である．
命題16　直線l 上に２点A，Pがあり，l 外の２点
B，Qが l について同じ側にあって線分ABと半直
線PQが共有点をもたないとき，線分ABと直線
PQは共有点をもたない． 
2.2.3．三角形

同一直線上にない相異なる３点A，B，Cに対
し，３点A，B，Cと線分AB，線分BC，線分CA
の作る図形を三角形ABCといい，△ABCで表す．
また，三角形を形成する各線分を三角形の辺とい
う．
命題17　（パッシュの定理）

△ABCのいずれの頂点をも通らない直線l が

△ABCと辺ABで交われば，l は辺ACまたは辺BC
と交わる． 
命題18　三角形の３辺と交わる直線は存在しな
い．
命題19　△ABCの２辺CA，AB上に，それぞれ，
点Q，点Rがあるとき，線分QRは辺BCと交わら
ない．　
命題20　△ABCの２辺CA，AB上に，それぞれ，
点Q，点Rがあるとき，線分BQと線分CRは交わ
る．　
命題21　△ABCの辺AC上に点Qがあって，辺
ABのBの側への延長上に点Rがあるとき，線分
QRは辺BCと交わる．　
命題22　△ABCの２辺CA，AB上にそれぞれ，
点Q，点Rがあるとき， BQとCRの交点をTとする
と，直線ATは辺BCと交わる．

2.3．角
2.3.1．角

半直線OA，OBが異なるとき，これら２つの半
直線が作る図形を角AOBといい，∠AOBで表す．
∠BOAと書いても同じ図形を表す．半直線OAと
半直線OBを∠AOBの辺といい，点Oを∠AOBの
頂点という．

３点A，O，Bが同一直線上にあるとき，∠AOB
を平角という．

角AOBが平角でないとき，直線OAによって分
けられる半平面のうち点Bを含む側と，直線OB
によって分けられる半平面のうち点Aを含む側と
の共通部分を角の内部という．
命題23　点Pが∠AOBの内部の点であるとき，
半直線OPは∠AOBの内部に含まれる．
2.3.2．角の大きさの公理
公理　∠AOBに対し，その大きさと呼ばれる正
の実数が対応し，以下の性質を満たす．

∠AOBの大きさを，∠AOBで表す．∠AOBの
ような記法を等式・不等式や算術式の中で用いる
場合は，角の大きさを表すものと解釈する．
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角の大きさの基本性質
∠AOB＝∠BOA

平角の大きさに関する公理
∠AOBと∠CPDがともに平角であるとき，

∠AOB＝∠CPD
角の移動公理

∠AOBが平角でないとき，半直線PTに対し，
直線PTの与えられた側に∠QPT＝∠AOBとなる
点Qを取ることができる．
角の和の公理

半直線OBが∠AOCの内部に含まれるか，または，
∠AOCが平角で半直線OBが∠AOCのいずれの辺
とも一致しないとき，∠AOB＋∠BOC＝∠AOC．
2.3.3．角の大きさの諸性質
角の大きさの尺度

平角の大きさを180°とする．ただし，他の尺度
を用いることもできる．
命題24　∠AOBの大きさが平角の大きさと等し
いとき，∠AOBは平角である．したがって，

　　∠AOB＝180°⇔ ∠AOBは平角
証明　∠AOBが平角でないとき，直線OA上に
点Oに対しAと反対側に点A'を取ると半直線OBは
半直線OA，OA'のいずれとも一致しないから
∠AOA'＝∠AOB＋∠BOA'となり，
∠AOB＜∠AOA'．
命題25　２点P，Qが直線OAに対し同じ側にあ
るとき，

（ⅰ）Qが直線OPについて点Aと同じ側にあれば
∠AOP＜∠AOQ

（ⅱ）Qが直線OPについて点Aと反対側にあれば
∠AOP＞∠AOQ
証明

（ⅰ）半直線OQは∠AOPに含まれるから，
∠AOP＝∠AOQ＋∠QOP＜∠AOQ．

（ⅱ）線分PAと半直線OQは交点をもたないから，
命題16により，線分PAと直線OQは交点をもたな
い．したがって，Pは直線OQについてAと同じ側
にある．以下，省略．（証明終）
命題26　２点P，Qが直線OAに対し同じ側にあっ

て，∠AOP＝∠AOQであるとき，半直線OPと半
直線OQとは一致する．
2.3.4．角の内部

O，A，Bを１直線上にない異なる３点とする．
半直線OPが線分ABと交わるとき，点Pは∠AOB
の内部の点である．
証明　半直線OPと線分ABとの交点をQとする．
半直線OPと半直線OQとは一致するから，半直線
OQが∠AOBの内部にあることを示せばよい．命
題14より，B，Qは直線OAについて同じ側にあ
り，命題15より，半直線OQは，直線OAによっ
て分けられる半平面のうちQが属する側に含まれ
る．したがって，半直線OQは直線OAによって
分けられる半平面のうち，点Bが属する側に含ま
れる．以下，省略．

2.4．三角形の合同定理
三角形の合同

２つの三角形△ABC，△A'B' C'において，
　　AB＝A'B'，BC＝B'C'，CA＝C'A'，
　　∠A＝∠A'，∠B＝∠B'，∠C＝∠C'

であるとき，２つの三角形は合同であるといい，
△ABC≡△A'B'C'で表す．三角形の合同について
議論するとき，頂点の順序の違いを区別する．
２辺夾角合同公理

２つの三角形△ABC，△A'B'C'　において，
AB＝A'B'，AC＝A'C'，∠A＝∠A' であるとき，
△ABC≡△A'B'C'
命題28　（１辺両端角合同定理）

△ABCと△A'B'C'において，BC＝B'C'，∠B＝
∠B'，∠C＝∠C' であれば，△ABC≡△A'B'C'．
証明　半直線BA上にBA''＝B'A'となる点A''をとる
と，２辺夾角合同公理から，△A''BC≡△A'B'C'．
よって，∠A''CB＝∠A'C'B'．仮定より
∠ACB＝∠A'C'B'なので，∠A''CB＝∠ACB．

A，A'' は直線BCについて同じ側にあるから，
半直線CAと半直線CA'' は一致する．

直線BA（＝直線BA''）と直線CA（＝直線CA''）
の交点は点Aのみであるから，点Aと点A''は同一
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の点である．
命題29　二等辺三角形の両底角の大きさは等し
い．すなわち，△ABCにおいて，AB＝ACであ
れば，∠B＝∠C．
命題30　両底角の大きさが等しい三角形は二等
辺三角形である．すなわち，△ABCにおいて， 　　
∠B＝∠Cであれば，AB＝AC．
命題31　（３辺合同定理）

△ABCと△A'B'C'において，
AB＝A'B'，BC＝B'C'，CA＝C'A' であれば，
△ABC≡△A'B'C'．

2.5．角に関係する命題
2.5.1．角の位置関係
補角

１辺を共有する２角の残りの２辺が平角を作る
とき，２つの角を補角という．
対頂角

２直線が交わってできる角のうち，各辺が頂点
について反対側にある２角を対頂角という．
命題32　	

対頂角の大きさは等しい．
錯角

異なる２直線l，mに第３の直線nがそれぞれ点
A，点Bで交わり，l 上の点Cとm上の点Dがnに
ついて反対側にあるとき，∠CABと∠DBAを錯
角という． 

２直線に第３の直線が交わってできる錯角は２
組あるが，それらは補角の関係にあるから，錯角
の大きさが等しいという関係は，どちらの組を選
ぶかに関係しない．　
同位角

異なる２直線l，mに第３の直線nがそれぞれ点
A，点Bで交わり，n上にA，Bと異なる点Cがあっ
て， l 上の点Dとm上の点Eがnについて同じ側に
あるとき，∠CADと∠CBEを同位角という．

２直線に第３の直線が交わってできる同位角は
４組あるが，それらは補角，または，対頂角の関
係にあるから，同位角の大きさが等しいという関

係は，いずれの組を選ぶかに関係しない．
命題33　２直線l ，mとl ，mと交わる直線nに対し，
錯角の大きさが等しい⇔同位角の大きさが等し
い．
2.5.2．平行

共有点をもたない２直線は平行であるという．
命題34　異なる２直線l，mに第３の直線nが交
わってできる錯角の大きさが等しいとき，lとm

は平行である．
命題35　直線l 上にない１点Aを通ってlと平行
な直線が存在する．
命題36　２直線l , mが平行であるとき，m上の
２点A，Bはl に関して同じ側にある．
命題37　△ABCにおいて，点Pを辺ABの内点と
する．Pを通り辺BCと平行な直線は，辺ACと交
わる．
2.5.3．直角と垂直

補角と大きさが等しくなるような角を直角とい
いう．補角の作り方は２通りあるけれども，それ
らは対頂角となるので，どちらの補角を選ぶかに
関係しない．

直角で交わる２直線l ，mは垂直であるといい，
l⊥mで表す．

直線l に対し，l と垂直な直線をl の垂線といい，
その交点を垂線の足という．

直線lと直線外の点Pに対し，Pからl に下した
垂線の足をHとするとき，線分PHの長さを垂線
の長さという．
命題38　直線lと直線外の点Pがあるとき，Pを
通るl の垂線を引くことができる．
証明　直線l上に２点A，Bを取り，
∠PAB＝∠QABかつAP＝AQとなる点Qを反対
側の半平面にとり，PQとlとの交点をHとする．
以下，省略．
命題39　直線 l と直線外の点Pがあるとき，Pを
通るl の垂線は１本しかない．
証明　l 上の相異なる２点A，Bに対し，PA⊥l，
PB⊥lとすると，同位角が等しくなることから
PA∥PB．２直線PA，PBは点Pで交わるから，
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これは，矛盾． 
命題40　直線l と直線上の点Pがあるとき，Pを
通るl の垂線を引くことができる．
証明　角の移動公理．
命題41　直線l と直線上の点Pがあるとき，Pを
通るl の垂線は１本しかない．
証明　命題26による．
2.5.4．１辺２角合同定理
命題42　△ABCにおいて，半直線BC上に点Pが
あって，∠ACB＝∠APBであるとき，PとCは一
致する．
証明　P，Cが異なるとすると，同位角が等しい
のでAP∥AC．
命題43　（１辺２角合同定理）

１辺と対応する２角の大きさが等しい２つの三
角形は合同である．すなわち，△ABCと△A'B'C'
について，AB＝A'B'，∠B＝∠B'，∠C＝∠C' な
らば，△ABC≡△A'B'C'
証明　半直線BC上にBC''＝B'C'となる点C''をとる
と，２辺夾角合同公理から△ABC''≡△A'B'C'．
したがって，∠AC"B＝∠A'C'B' なので，∠AC''B
＝∠ACB．命題42よりC''はCと一致する．
命題44　（直角三角形の合同条件）

斜辺と他の１辺の長さが等しい２つの直角三角
形は合同である．すなわち，△ABCと△A'B'C'に
おいて，AB＝A'B'，AC＝A'C'，∠B＝∠B'＝90°
であるとき，△ABC≡△A'B'C'
証明　線分BCの点Bの側への延長上にBC''＝B'C'
となる点C''をとる．以下，省略．
2.5.5．角の内部
命題45　点Pが∠AOBの内部の点であるとき，
半直線OPは線分ABと交わる．
証明　直線OA上に，Oに対しAと反対側に点A' 
を取る．直線OPが線分A'Bと交わらないことを
示せば，直線OPは△A'ABと１辺A'Aで交わるの
で残りの１辺ABと交わる．以下，省略．
横木定理

命題27，命題45の結果を合わせて横木定理（ク
ロスバー定理）という．

∠AOBが平角でないとき，
点Pが∠AOBの内部にある

　　　⇔ 半直線OPが線分ABと交わる．
上述の線分ABを横木（クロスバー）という．

2.5.6．角の２等分線
∠AOBの内部にある半直線OTで，

∠AOT＝∠BOTであるものを∠AOBの２等分線
という．（平角の２等分線は定義しないでおく）
命題46　角が平角でないとき，２等分線が存在
する．
証明　角の頂点をOとする．角の２辺にOA＝OB
となる２点A，Bを取り，Oから直線ABに下した
垂線の足をHとして命題44を適用する．
命題47　角の２等分線は１本しかない．
命題48　半直線OPが∠XOYの２等分線であれ
ば，Pから角の２辺OX，OYに下した垂線の長さ
は等しい．
命題49　∠XOYの内部の点Pに対し，角の２辺
OX，OYに下した垂線の長さが等しいとき，半
直線OPは∠XOYの２等分線である．
命題50　三角形の１つの角の２等分線は，対辺
と交わる．
証明　命題45
命題51　三角形の２つの内角の２等分線は交点
をもつ．
証明　命題20
命題52　三角形の３つの内角の２等分線は１点
で交わる．（この点を内心という）

2.6．平行線公理
以後，平行線公理を仮定する．

平行線公理
直線l 上にない１点を通ってl と平行な直線は

高々１つしか存在しない．
命題53　平行線l ，mに第３の直線nが交わって
できる錯角の大きさは等しい．
命題54　三角形の内角の大きさの和は180°に等
しい．
命題55　相異なる３直線l，m，nについて，
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l∥m，m∥nであれば，l∥n．

2.7．四角形
いずれの３点も同一直線上にない４点A,B,C,D，

および線分AB，BC，CD，DAの作る図形を四角
形という．
2.7.1．凸四角形

隣り合う２辺の作る角の内部に残りの２辺が含
まれるような四角形を凸四角形という．

∠ABCの内部に点Dがあるとき線分AD，CD
は∠ABCの内部にあり，また，逆もいえるから，
凸四角形であるための条件を次のように言い換え
ることができる．

　　四角形ABCDは凸四角形である
　　　　⇔∠ABCの内部に点Dがあり，

　　　　∠BCDの内部に点Aがあり，
　　　　∠CDAの内部に点Bがあり，
　　　　∠DABの内部に点Cがある．
命題56  （１）凸四角形の対角線は互いに交わる．

（２）対角線が互いに交わるような四角形は凸四
角形である．
証明　横木定理．
命題57　凸四角形の内角の和は360°である．
2.7.2．平行四辺形

AB∥DC，かつ，BC∥AD であるような四角
形ABCDを平行四辺形という．
命題58　平行四辺形は凸四角形である．　
証明　AB∥DC，かつ，BC∥AD とする．

線分AD，CDが∠ABC内にあることを示す．
AD∥BCだから，点Dは直線BCに対し点Aと同

じ側にあり，また，AB∥DCだから，点Dは直線
ABに対し点Cと同じ側にある．したがって，点D
は∠ABCの内部の点である．以下，同様．
命題59　平行四辺形の向かい合う辺の長さは等
しい．
証明　命題58，命題56より，平行四辺形の対角線
は交わるから，平行四辺形ABCDにおいて，B，
Dは直線ACについて反対側にあり，　∠BACと
∠DCA，∠BCAと∠DACは錯角である．以下，

省略．
命題60　∠ABC内に点Dがあって，AB∥DC，
かつ，AB＝DCであれば，四角形ABCDは平行四
辺形である．
命題61　∠ABC内に点Dがあって，BC＝DA，
かつ，AB＝DCであれば，四角形ABCDは平行四
辺形である．
命題62　（１）対角線が互いに他を２等分する四
角形は平行四辺形である．

（２）平行四辺形の対角線は互いに他を２等分す
る．
命題63　（１）∠A＝∠C，かつ，∠B＝∠Dであ
る凸四角形ABCDは平行四辺形である．

（２）平行四辺形ABCDにおいて，∠A＝∠C，か
つ，∠B＝∠Dである．

2.8．線分の中点と垂直2等分線
2.8.1．線分の中点
命題64　（線分の中点の存在）

線分ABに対し，直線AB上にない１点Qをと
り，半直線AQ上にAC＝２AQとなる点Cをとっ
て，Qを通ってBCと平行な直線とABとの交点を
Pとすると，Pは線分ABの中点である．
証明　Qを通ってABと平行な直線とBCとの交点
をRとする．

命題37により，点Pは線分AB上に，点Rは線
分CB上にある．∠AQPと∠ACBは同位角なので
QP∥CBより∠AQP＝∠ACB．

Qは線分CA上にあり，Rは線分CB上にあるの
で，∠QCR＝∠ACB．

したがって，∠AQP＝∠QCR．
同様にして，AB∥QRより，∠QAP＝∠CQR．
AQ＝QCだから，1辺両端角合同定理により，

△APQ≡△QRC．したがって，AP＝QR．
四角形PBRQは平行四辺形なので， QR＝PB．
ゆえに，AP＝PB．　

Note．
命題９より，線分の中点の一意性がいえる．

2.8.2．垂直2等分線
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命題64，命題40に基づいて線分の垂直２等分線
を描くことができる．すなわち，任意の線分に対
し，その垂直２等分線が存在する．また，中点の
一意性と垂線の一意性から垂直２等分線の一意性
もいえる．
命題65　線分の垂直２等分線上の点は線分の両
端点から等しい距離にある．
命題66　線分の両端点から等距離にある点は，
垂直２等分線上にある．
命題67　三角形の３辺の垂直２等分線は１点で
交わる．（この点を外心という）
証明　交点の存在を示すのに平行線公理を使う．
2.8.3．２等辺三角形
命題68　AB＝ACである２等辺三角形ABCにお
いて，頂角Aの２等分線は，底辺BCを垂直に２
等分する．
命題69　AB＝ACである２等辺三角形ABCにお
いて，底辺BCの垂直２等分線は頂点Aを通る．
命題70　２等辺三角形において，頂角Aの２等
分線，頂角と底辺の中点を結ぶ直線（中線），頂
点Aから底辺BCに下した垂線は，同一直線また
はその一部となる半直線である．
命題71　（２等辺三角形の合同条件）

△ABCにおいて，AB＝AC，△A'B'C'において
A'B＝A'C'であって，∠A＝∠A'，BC＝B'C'であ
れば，△ABC≡△A'B'C'．
2.8.4．三角形の垂心
命題72　△ABCにおいて，Aを通りBCに平行な
直線をl，Bを通りCAに平行な直線をm，Cを通
りABに平行な直線をnとし，l とm，mとn，nと
l の交点を順にD，E，Fとすると，△ABCの垂線
は△DEFの各辺の垂直２等分線である．　
命題73　三角形の３頂点から対辺に下した垂線
は１点で交わる．（この点を三角形の垂心という）

2.9．中点定理とその拡張
2.9.1．線分のn等分　
命題74　nを自然数とするとき，線分AB上に，
AP１＝P１P２＝P２P３＝…＝Pn-1Bとなるn–１個の

点P１，P２，P３，…，Pn-1をこの順にとることが
できる．
証明　命題64と同様．
2.9.2．中点定理
命題75　（中点定理）

△ABCの辺ABの中点をDとし，Dを通りBCに
平行な直線とACとの交点をEとすると，EはAC

の中点で，DE＝ １
２  BC．

証明
Dを通りACと平行な直線とBCとの交点をFと

する．命題37よりEは辺AC上にあり，Fは辺BC
上にある．

∠ADEと∠DBFは同位角である．
なぜなら， Eは線分AC上の点であり，Fは線分

BC上の点であるから，直線ABについて同じ側に
あるので∠ADFと∠ABFは同位角であり，また，
Dは線分AB上の点だから，∠DBFと∠ABFは同
じ角である．

したがって，DE∥BFより∠ADE＝∠DBF．
∠DAEと∠BDFは同位角である．

なぜなら，E，Fは直線ABについて同じ側に
あるので∠BAEと∠BDFは同位角であり，また，
Dは線分AB上の点だから，∠BAEと∠DAEは同
じ角である．

したがって，AE∥DFより∠DAE＝∠BDF．
１辺両端角合同定理を用いて，△ADE≡△DBF．
よって，DE＝BF，AE＝DF．四角形DFCEは

平行四辺形であるので，DE＝FC，DF＝EC．
ゆえに，DE＝BF＝FC，AE＝EC．

命題76　（中点連結定理）
△ABCの辺AB，ACの中点を，それぞれ，D，

Eとするとき，DE∥BC，DE＝ １
２  BC．

証明　Dを通りBCと平行な直線とACとの交点を
E'とすると，E'はACの中点．
Note.　点Cを通り直線BAに平行な直線と直線DE
との交点をFとする証明法を採用すると，
∠DBCと∠CFDが錯角であることを示すのに手
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間がかかる．
命題77　直角三角形の斜辺の中点は３頂点から
等距離にある．
命題78　直角三角形の外心は斜辺の中点である．
2.9.3．中点定理の拡張
命題79　△ABC において，Pを半直線AB上の点
で，AP＝nABとし，Pを通る辺BCの平行線が直
線ACと交わる点をQとすると，
AQ＝nAC，PQ＝nBC．ただし，nは自然数．
命題80　m，nを自然数とする．Pが△ABCの辺
ABをm：nの比に内分する点であって，Pから引い
た辺BCの平行線が辺ACと交わる点をQとすると，

QはACをm：nの比に内分し，PQ＝ m

m+n BC． 

命題81　m，nを自然数とする．P，Qが△ABC
の辺AB，ACをm：nの比に内分する点であると

き，PQ∥BC，PQ＝ m

m+n BC． 

2.9.4．中点定理の拡張（無理数比）
有理数の稠密性を用いて，中点定理を無理数比

の場合に拡張する．
命題82　半直線AB，AC上に点B'，C'があって，
BC∥B'C'であるとき，AB：AB'＝AC：AC'．

証明　 AB’
AB ＜ n

m
＜ AC’
AC となる自然数m，n が

存在するとき，半直線AB上にAB：AP＝m：nと
なる点P，Pを通りBCに平行な直線と半直線AC
との交点をQとして，命題55'を適用する．
命題83　P，Qが，それぞれ，△ABCの辺AB，
ACの内点でPQ∥BCであるとき，PQ＜BC．
証明　Pを通りACに平行な直線は辺BCと交わ
る（命題37）．この点をRとすると，平行四辺形
PRCQにおいてPQ＝RC．∴PQ＜BR＋RC＝BC．
命題84　半直線AB，AC上に点B'，C'があって，
BC∥B'C'であるとき，
AB：AB'＝AC：AC'＝BC：B'C'．
証明　命題82と同様．命題83を用いる．
命題85　半直線AB，AC上に点B'，C'があって，
AB：AB'＝AC：AC'であれば，

　　　BC∥B'C'，BC：B'C'＝AB：AB'

2.10．相似
平行線公理のもとで図形の相似の概念を定義す

ることができる．
2.10.1．相似の定義
拡大・縮小

kを正の定数とする．平面上の写像f が点Aを
中心とする相似比kの拡大（または縮小）である
とは，平面上の任意の点Pに対し，Pのf による像
をP'とするとき，Pが半直線AP上にあって
AP'＝kAPとなることである．
相似の位置

２つの図形F１，F２が相似の位置にあるとは，
ある点を中心とする拡大または縮小によってF１

がF２に移ることである．
図形の相似

２つの図形F１，F２が相似であるとは，F１，F２

それぞれと合同な，相似の位置にある２つの図形
があることである．

F１，F２が相似であることをF１∽F２で表す．
命題86　１組の対応する角が等しく，その角を
挟む２辺の長さの比が等しい三角形は相似であ
る．
2.10.2．三角形の相似条件
命題87　３辺の長さの比が等しい２つの三角形
は相似である．
命題88　２角が等しい２つの三角形は相似であ
る．
命題89　相似な三角形は，対応する辺の長さの
比が等しく，対応する角の大きさが等しい．
2.10.3．三角形の重心
命題90　△ABCにおいて，辺ABの中点をM，辺
ACの中点をNとする．BNとCMの交点をGとする
と，BG：GN＝CG：GM＝２：１である．
命題91　三角形の各頂点から引いた中線は１点
で交わる．（この点を重心という）
2.10.4．三平方の定理
命題92　∠A＝90°である直角三角形ABCにおい
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て直角の頂点Aから斜辺BCに下した垂線の足をH
とするとき，AH２＝BH・HC，AB２＝BH・BC，
AC２＝CH・CB
命題93　（三平方の定理）

∠A＝90°である直角三角形ABCにおいて，BC２

＝AB２＋AC２

命題94　（三平方の定理の逆）
三角形ABCにおいて，BC２＝AB２＋AC２であ

るとき，∠A＝90°

2.11．円
2.11.1．円

２点O，Aに対し，OP＝OAとなる点Pの集合
を，Oを中心として線分OAを半径とする円とい
う．

Oを中心として線分OAを半径とする円に対し，
OP＜OAとなるとき点Pは円の内部にあるとい
い，OP＞OAとなるとき点Pは円の外部にあると
いう．
命題95　円の中心を端点とする半直線は円と交
わる．
Note．命題95を用いると，円周上には無数に多
くの点があることが示せる．
命題96　円の中心は一意に定まる．
命題97　△ABCの３頂点を通る円（外接円）が
存在し，一意に定まる．
2.11.2．円と直線
命題98　円周上の１点Aを通る直線l に円の中心
Oから下した垂線の足をHとする．

（ⅰ）HがAと一致するとき，l と円との共有点は
Aのみである．

（ⅱ）HとAが異なるとき，円とl は２個の共有点
をもつ．
弦

円周上の２点を結ぶ線分を弦という．
命題99　弦の内点は円の内部にあり，弦の外点
は円の外部にある．
命題100　弦の垂直２等分線は円の中心を通る．
接線

円と１点のみを共有する直線を円の接線とい
う．
命題101　（ⅰ）  円周上の１点を通り，その点を
通る半径に垂直な直線は円の接線である．

（ⅱ）  円の接線は接点を通る半径に垂直である．
2.11.3．円周角
円周角

A，Bを中心Oの円の周上の異なる２点とする．
直線ABで分けられる半平面の一方と円との共

通部分を弧といい，A⌒Bで表す．A⌒Bという記号
は，半平面の選び方が２通りあるから，二義性を
もつ．

弦ABが直径でないとき，円の中心を含む側の
弧を優弧といい，円の中心を含まない側の弧を劣
弧という．弦ABが直径であるとき，A⌒Bを半円周
という．

A⌒Bの反対側の弧の点Pに対し，∠APBをA⌒Bの
上に立つ円周角という．

A⌒Bが劣弧または半円周のとき∠AOBの大きさ
を，A⌒Bが優弧のとき360°－∠AOBを中心角の大
きさという．
命題102　（円周角の定理）

１つの弧に対する円周角の大きさは，その弧に
対する中心角の大きさの半分に等しい．
命題103

（ⅰ） 劣弧に立つ円周角の大きさは90°より小さ
い．

（ⅱ）半円周に立つ円周角の大きさは90°である．
（ⅲ）優弧に立つ円周角の大きさは90°より大き
い．
命題104　反対側の弧の上に立つ２つの円周角
の大きさの和は180°である．
命題105　円に内接する凸四角形の向かい合う
頂角の大きさの和は180°に等しい．
命題106　（接弦定理）

円の弦ABに対し，円周上の点Aにおける円の
接線をATとするとき，∠BAT内の弧A⌒Bに対す
る円周角は，∠BATと等しい．
命題107　（円周角の定理の逆）
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２点P，Qが直線ABに対し同じ側にあって，
∠APB＝∠AQBであれば，４点A,P,Q,Bは同一円
周上にある．
証明　△ABPの外接円をCとする．

（ⅰ）直線AQが直線ABについてQと同じ側で円
Cと交わるとき．その交点をQ'とする．

∠AQB＝∠AQ'Bだから，QとQ'が異なると仮
定すると，同位角が等しいことからBQ∥BQ'と
なり，矛盾．

（ⅱ）直線AQが円Cの接線であるとき．
接弦定理を用いるとBQ∥ABとなり矛盾．

（ⅲ）直線AQが直線ABについてQと反対側で円
Cと交わるとき．その交点をQ'とすると，
∠AQ'B＋∠APB＝180°．以下，省略．
命題108　凸四角形は，１組の向かい合う角の
大きさの和が180°であるとき，円に内接する．
命題109　（方べきの定理）

円周上に相異なる４点A，B，C，Dがあると
き，２直線AB，CDの交点をPとすると，Pは線
分AB，CD双方の内点であるか，双方の外点で
あって，PA・PB＝PC・PD．
証明　一方の弦に対し内点，他方の弦に対し外点
であるような交点があると，命題99に反する．以
下，省略．
命題110　２線分AB，CDが交点Pをもち，
PA・PB＝PC・PDであれば，４点A，B，C，D
は同一円周上にある．
証明　２点A，Dは直線BCについて同じ側にあ
る．なぜなら，Pは線分ABの内点だから線分AP
は直線BCと交わらず，AとPは直線BCについて
同じ側にある．同様に，AとDは直線BCについて
同じ側にある．
命題111　線分ABの延長と線分CDの延長が点P
で交わるとき，PA・PB＝PC・PDであれば，４
点A，B，C，Dは同一円周上にある．
命題112　a＞0とする．線分ABの延長上に点C

があって BC
AB  ＝a であるとき，Bにおける直線

ACの垂線と線分ACを直径とする円が交点Dを持

てば， BD
AB ＝ a ．

2.11.4．円と直線，円と円の共有点
命題113　中心がOである円Cの半径をr，直線l

にOから下した垂線の長さをdとする．
（１）　d＜r のとき，Cとl が共有点をもてば，C

とl の共有点の個数は２である．
（２）　d＝r のとき，Cとl はちょうど１個の共有
点をもつ．

（３）  d＞r のとき，Cとl は共有点をもたない．
Note．命題113で，d＜r のときCとl が共有点を
もつかどうかは定かではない．
命題114　円C１の中心をO１，半径をr１，円C２

の中心をO２，半径をr２とし，O１O２＝dとする．
（１）　d＜r１+r２のとき，C１とC２が共有点をもて
ば，Cとl の共有点の個数は２である．

（２）　d＝r１+r２のとき，C１とC２はちょうど１個
の共有点をもつ．

（３）  d＞r１+r２のとき，C１とC２は共有点をもた
ない．

2.12．メネラウスの定理
命題115　直線l が△ABCの３辺またはその延長
と交わるとき，lとBC，CA，ABとの交点をそれ
ぞれ，P，Q，Rとすると，P，Q，Rのうち辺の
内点であるものの個数は０または２であって，

BP
PC ・

CQ
QA・ ＝１.AR

RB

証明　パッシュの定理（命題17）と命題18．
命題116　△ABCにおいて，点P，Q，Rをそれ
ぞれ３辺BC，CA，ABの内点または外点とする．
P，Q，Rのうち辺の内点であるものが偶数個あっ

て， BP
PC ・

CQ
QA・ ＝１AR

RB が成立するとき，P，

Q，Rは一直線上にある．
証明の概略　少なくとも１個の点は辺の外点なの
で，それがPの場合を考える．直線QRとBCとの
交点をP'とおくと，P'は辺BCの外点． 
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2.13．三角比
2.13.1．三角比の定義
鋭角の三角比

∠A＝A，∠C＝90°である直角三角形ABCにお

いて， BC
AB の値は三角形の辺の長さに依存せず

に定まる．この値をsin Aで表す．
直角の三角比

sin90°＝１と定める．
鈍角の三角比

A＞90°のとき，sin A＝sin（180°–A） と定め
る．
2.13.2．三角形と三角比

△ABCにおいて，AB＝c，BC＝a，CA＝b，
∠A＝A，∠B＝B，∠C＝Cとする．
命題117　（正弦定理）

△ABCの外接円の半径をRとすると，
a＝2R sin A，b＝2R sin B，c＝2R sin C．

したがって，2R= 
a

sin A = b

sin B = c

sin C ・

命題118　ab sinC ＝ bc sin A ＝ ca sin B
命題119　三角形において，どの辺を底辺とみ
ても，（底辺）×（高さ）÷２は同じ値になる．
2.13.3．三角形・四角形の面積

三角形の面積を（底辺）×（高さ）÷２で定義
する．

数値が現れる文脈のなかで△ABCと書いたと
き，それは△ABCの面積を表す．
命題120　△ABCの辺BC上に点Dがあるとき，
△ABC＝△ABD＋△ADC．
命題121　凸四角形ABCDにおいて，
△ABC＋△ADC＝△ACB＋△ACD．

３．考察

3.1.1．線分・半直線の端点
この試案では，線分・半直線の端点は線分・半

直線には含まれないものとした．「線分の内部と
交わる」などの煩瑣な表現を避けるためである．

しかし，この点は，学校数学での慣習と異なるか
も知れない．
3.1.2．三角形・四角形の面積と三平方の定理

正弦定理に至る過程（円周角の定理，三角比の
定義など）で三平方の定理は用いられていないの
で，命題119に基づいて三角形・凸四角形の面積
を定義し，面積を利用して三平方の定理を証明す
ることを正当化することができる．
3.1.3．線分の中点

次のようにすると，平行線公理を用いずに線分
の中点の存在が示せる．　
命題122　線分ABに対し，PA⊥ABとなる点P
を取り，直線ABに対しPと反対側にQB⊥AB， 
AP＝BQとなる点Qを取る．PQと直線ABの交点
をMとすると，Mは線分ABの内点で，AM＝BM
である．
証明　Mが線分ABの内点であることがいえれば，
AM=BMを示すのは容易（図３参照）．

Mが線分ABのA側への延長上にあるとき（図 
２）．線分ABのBの側への延長上にBN＝AMと
なる点Nを取ると，△PAM≡△QBNより∠PMA
＝ ∠QNB． ∠PMAと ∠QNBは 錯 角 な の で，
PM∥QN．直線PM＝直線PQなので，平行２直
線PQ,QNが点Qを共有することになり矛盾．

Mが線分ABのB側への延長上にあるときも同
様．

MがAまたはBと一致するときも，PA∥BQに
反する．（証明終）

この命題と証明は， ［ヒルベルト, 1930］ 定理26
を改変したものである．

図２ 図３
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しかし，それでも，命題122の証明は難しい．
また，命題46（角の２等分）の証明でAH＝BH
が得られるが，ABを底辺とする２等辺三角形の
存在を示すのも簡単ではない（ ［ハーツホーン, 
2000］，命題10.2）．

平行線公理を仮定すれば命題64のようにn等分
に一般化が可能な形で証明できる．非ユークリッ
ド幾何を展開することが目的でないのであれば，
平行線公理を仮定して議論するのが適切のように
思う．
3.1.4．角の２等分線と三角形の内角の和

角の２等分線の存在は，線分の中点の存在によ
らずに示せる（命題46）．角の２等分線を利用す
ると，アルキメデスの公理が成立する幾何学で
三角形の内角の和が180°であれば平行線公理が
成立することを示すために用いられる命題（［ヒ
ルベルト, 1930］ 定理34）を示すことができる．
三角形の内角の和が180°であれば平行線公理が
成立することの証明の具体的な記述は， ［ハーツ
ホーン, 2000］ 命題35.4， ［小平邦彦, 1991］ p.172， 

［Venema, 2012］ Theorem 4.7.4 などに見られ，
さほど難しいものではない．だから，角の２等分
線の存在を平行線公理を仮定しない幾何のなかに
置いておくことに意味がある．
3.1.5．円と円，円と直線の交点

我々の公理系では，中心間の距離が半径の和よ
り短い２円が交点を持つことを示すことができな
い．いい方を変えると，３線分の長さが三角不等
式で定まる制約の範囲内にあったとしても，３線
分と同じ長さの辺をもつ三角形は存在しないかも
知れない．

中心間の距離が半径の和より短い２円が交点を
持つことを仮定したとき，円の中心から直線に下
した垂線の長さが半径より短いとき，円と直線が
交点を持つことは容易に確かめられる．

有理数から始めて加減乗除および 1+c２c

の演算を有限回用いて得られる実数全体の集合を
Ωとすると，座標平面上でx,y 座標がともにΩの

要素である点の全体は我々の公理系を満たす．

２ はΩの要素であるが， ２4 はΩの要素で

ないことが知られている ［西田吾郎, 2012］（定理
5.1.7）ので， 命題112を利用すると，このモデル
のもとで円と直線が交点を持たない例を作ること
ができる（図４）．

3.2．追加の公理　
この先の展開については，およそ２つの選択肢

がある．
一つは，円と直線，円と円の幾何に限定し，中

心間の距離が半径の和より短い２円が交点をもつ
ことを公理として追加することである．この幾何
学は，定規とコンパスによる作図の世界に対応
し，普通の人が初等幾何としてイメージする世界
に近い．たとえば， ［小平邦彦, 1985］ はその視点
で書かれている（公理８）． 

もう一つは，直線を数直線と同一視することを
意味する公理を追加することである．既述の公理
で直交する２直線の存在は示せるから，公理に基
づく幾何のなかで解析幾何が実行できることにな
る．円弧の長さや円の面積について議論するとき
には，この枠組みを用いることになるであろう．

４．後記
4.1．経緯

この研究は，以前，発表した拙稿 ［白石和夫, 
2006］に始まる．三角形の３辺合同定理の理解に
照準を合わせて，角の和の公理で和が可能な条件
を共通する辺が他の２辺が作る横木を切る場合と

図４
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するなどの改変によって，証明が難しい横木定理
（命題45）の使用の回避を試みた．しかし，平行
四辺形ABCDにおいて∠ABCと∠DCBが錯角と
なることを示すのは難しく，結局，命題45と同様
の議論が必要になってしまう．三角形の３辺合同
定理の証明には，その逆（命題27）のみがあれば
よいので，横木定理を分離して配置することにし
た．また，当初は，線分の長さや角の大きさを数
値と仮定せずに合同となるための条件を公理に掲
げていた．けれども，アルキメデスの公理など，
数値であると仮定したときには自明であるような
公理を追加しなければならなくなる見通しの悪さ
を避けるため，それらは数値であると仮定するこ
とにした．
4.2．教育視点での研究の必要性

線分の長さ，角の大きさを数値として公理を立
てることは，非アルキメデス幾何には致命的であ
るけれども，ポアンカレ上半平面モデルなどの非
ユークリッド幾何のモデルを考えるのには支障が
ない．

数学的な意味での広さ（一般性）と学ぶ側の理
解しやすさとは相いれないことが多い．その調和
点を探し出すところに数学教育研究の必要性があ
るといえる．
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